
ΑΡΧΗ 1ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 

 
 

ΑΠΟΛΥΤΗΡΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Γ΄ ΤΑΞΗΣ  
ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΠΕΜΠΤΗ 24 ΜΑΪΟΥ 2007 
ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  

ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ
ΣΥΝΟΛΟ ΣΕΛΙ∆ΩΝ: ΠΕΝΤΕ (5) 

 
 

ΘΕΜΑ 1o

A.1 Αν z1 , z2 είναι μιγαδικοί αριθμοί, να αποδειχθεί ότι :  

2121 z  zz  z ⋅=⋅ . 

Μονάδες 8 

Α.2 Πότε δύο συναρτήσεις f, g λέγονται ίσες ;  

Μονάδες 4 

Α.3 Πότε η ευθεία y =   λέγεται οριζόντια ασύμπτωτη της 
γραφικής παράστασης της f στο +∞; 

 

Μονάδες 3 
 

B. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, 
γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα στο γράμμα που 
αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η 
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι 
λανθασμένη .  

α. Αν f συνάρτηση συνεχής στο διάστημα [α,β] και για 

κάθε x∈[  α, β] ισχύει f(x) ≥ 0 τότε . ∫ >α 
β  0 dx  f(x)  

Μονάδες 2 

β. Έστω f μια συνάρτηση συνεχής σε ένα διάστημα ∆ 
και παραγωγίσιμη σε κάθε εσωτερικό σημείο x του 
∆ . Αν η συνάρτηση f  είναι γνησίως αύξουσα στο ∆ 
τότε f′(x) > 0 σε κάθε εσωτερικό σημείο x του ∆ .  

Μονάδες 2 
 

ΤΕΛΟΣ 1ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 



ΑΡΧΗ 2ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 

 

γ. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 και η 
συνάρτηση g είναι συνεχής στο x0 , τότε η σύνθεσή 
τους gof είναι συνεχής στο x0. 

Μονάδες 2 

δ. Αν f είναι μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα ∆ 
και α είναι ένα σημείο του ∆, τότε  

( ) ( )  (x) g  g(x)f  dt f(t)  g(x) 
α ′⋅=′∫  

 με την προϋπόθεση ότι τα χρησιμοποιούμενα 
σύμβολα έχουν νόημα. 

Μονάδες 2 

ε. Αν α > 1 τότε .  0  α lim x
–  x 

=
∞→

Μονάδες 2 
 
ΘΕΜΑ 2ο

∆ίνεται ο μιγαδικός αριθμός 

 
2iα
αi  2  z  

+
+

=      με α∈IR   .   

α. Να αποδειχθεί ότι η εικόνα του μιγαδικού z ανήκει στον 
κύκλο με κέντρο Ο(0,0) και ακτίνα ρ =1. 

Μονάδες 9 

β. Έστω z1, z2 οι μιγαδικοί που προκύπτουν από τον τύπο  

 
2iα
αi  2  z  

+
+

=  

για  α = 0 και α = 2 αντίστοιχα . 

i.  Να βρεθεί η απόσταση των εικόνων των μιγαδικών 
αριθμών z1 και z2. 

Μονάδες 8 
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ΑΡΧΗ 3ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 

 

ii.  Να αποδειχθεί ότι ισχύει :  

 )z(–   )(z  ν
2

2ν
1 =  

 

  για κάθε φυσικό αριθμό  ν . 

Μονάδες 8 

 

ΘΕΜΑ 3ο

∆ίνεται η συνάρτηση: 

f(x) = x3 – 3x – 2ημ2θ 

όπου θ∈IR      μια σταθερά με θ ≠ κπ +  
2
π , κ∈Z  . 

α. Να αποδειχθεί  ότι η f παρουσιάζει ένα τοπικό μέγιστο ,  
ένα τοπικό ελάχιστο και ένα σημείο καμπής .  

Μονάδες 7 

β. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει ακριβώς τρεις 
πραγματικές  ρίζες .  

Μονάδες 8 

γ. Αν x1, x2 είναι οι θέσεις των τοπικών ακροτάτων και x3 
η θέση του σημείου καμπής  της f, να αποδειχθεί  ότι τα 
σημεία Α(x1, f(x1)), B(x2, f(x2)) και Γ(x3, f(x3)) 
βρίσκονται  στην ευθεία y = –2x –2ημ2θ .  

Μονάδες 3 

δ. Να υπολογισθεί  το εμβαδόν του χωρίου που 
περικλείεται από τη γραφική παράσταση  της 
συνάρτησης  f και την ευθεία y = –2x –2ημ2θ .  

Μονάδες 7 
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ΑΡΧΗ 4ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 

 
ΘΕΜΑ 4ο

Έστω f μια συνεχής και γνησίως αύξουσα συνάρτηση στο 

διάστημα [0, 1] για την οποία ισχύει f(0) > 0. ∆ίνεται επίσης 

συνάρτηση g συνεχής στο διάστημα [0, 1] για την οποία 

ισχύει g(x) > 0 για κάθε x∈ [0, 1].  

Ορίζουμε τις συναρτήσεις :  

F(x) = ,     x∈ [0, 1], ∫
 x
0 dt  g(t) f(t)  

G(x) = ,         x∈  [0, 1]. ∫
 x
0 dt  g(t)  

α. Να δειχθεί ότι F(x) > 0 για κάθε x στο διάστημα (0, 1]. 

Μονάδες 8 

β. Nα αποδειχθεί ότι : 
f(x) ⋅G(x) > F(x) 

για κάθε x στο διάστημα (0, 1]. 

Μονάδες 6 

γ. Nα αποδειχθεί ότι ισχύει : 

 
G(1)
F(1)  

G(x)
F(x) ≤  

 για κάθε x στο διάστημα (0, 1]. 

Μονάδες 4 

δ. Να βρεθεί το όριο :  

   

 x dt g(t) 

dt ημt  dt g(t) f(t) 
 lim 

5 x
0 

 x
0

2 x
0 

0 x 

2

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∫

∫∫

+→
. 

Μονάδες 7 

 
ΤΕΛΟΣ 4ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 



ΑΡΧΗ 5ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 

 
 
 

Ο∆ΗΓΙΕΣ  (για τους εξεταζόμενους) 
 

1. Στο τετράδιο να γράψετε μόνο τα προκαταρκτικά  
(ημερομηνία , κατεύθυνση , εξεταζόμενο  μάθημα). Να 
μην αντιγράψετε  τα θέματα στο τετράδιο .  

 2. Να γράψετε το ονοματεπώνυμό  σας στο πάνω μέρος των 
φωτοαντιγράφων , αμέσως μόλις σας παραδοθούν .  
Καμιά άλλη σημείωση  δεν επιτρέπεται  να γράψετε.

 Κατά την αποχώρησή σας να παραδώσετε  μαζί  με το 
τετράδιο  και τα φωτοαντίγραφα .   

3. Να απαντήσετε στο τετράδιό σας σε όλα τα θέματα . 
4. Να γράψετε τις απαντήσεις  σας μόνο με μπλε ή μόνο με 

μαύρο στυλό .  Μπορείτε να χρησιμοποιήσετε μολύβι 
μόνο για σχέδια , διαγράμματα  και πίνακες .  

5. Κάθε απάντηση επιστημονικά  τεκμηριωμένη  είναι 
αποδεκτή .  

6. ∆ιάρκεια  εξέτασης :  τρεις (3) ώρες μετά τη διανομή των 
φωτοαντιγράφων .  

7. Χρόνος δυνατής αποχώρησης :  μετά τη 10.30΄ πρωινή . 
 

 
 

KΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ  
 

ΤΕΛΟΣ ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 
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ΑΡΧΗ 1ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 
∆΄ ΤΑΞΗ  

ΑΠΟΛΥΤΗΡΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ∆΄ ΤΑΞΗΣ 
ΕΣΠΕΡΙΝΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΤΕΤΑΡΤΗ 30 MAΪΟΥ 2007 
ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ 

ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ: 
 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

ΣΥΝΟΛΟ ΣΕΛΙ∆ΩΝ: ΤΕΣΣΕΡΙΣ (4) 

 

ΘΕΜΑ 1ο 

Α. 1. Έστω η συνάρτηση  ν∈ Ι Ν. –{0,1}.  ,x)x(f ν=

  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη 
στο  και ισχύει 1νx)x(f ΄ −⋅ν= . 

Μονάδες 10 

 2. Nα ορίσετε πότε μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως 
αύξουσα σ’ ένα διάστημα ∆ του πεδίου ορισμού της. 

Μονάδες 5 

 

Β. Για καθεμιά από τις επόμενες προτάσεις να γράψετε στο 
τετράδιό σας τον αριθμό της και ακριβώς δίπλα την ένδειξη Σ, 
αν η πρόταση είναι Σωστή, ή Λ, αν αυτή είναι Λανθασμένη. 

1. Για κάθε μιγαδικό z ισχύει −⋅= zzz . 
Μονάδες 2

 

2. Μια συνάρτηση f είναι 1-1, αν και μόνο αν κάθε 
οριζόντια ευθεία (παράλληλη στον xx΄) τέμνει τη 
γραφική παράστασή της το πολύ σε ένα σημείο . 

Μονάδες 2 

3. Αν υπάρχει το όριο της συνάρτησης f στο x0∈ και 
0)x(flim

0xx
<

→
, τότε f(x)<0 κοντά στο x0. 

Μονάδες 2 
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ΑΡΧΗ 2ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 
∆΄ ΤΑΞΗ  

4. Aν f είναι συνεχής συνάρτηση στο [α,β], τότε η f παίρνει στο 
[α,β] μια μέγιστη τιμή Μ και μια ελάχιστη τιμή m. 

Μονάδες 2 

5. Έστω η συνάρτηση f(x)=ημx με πεδίο ορισμού το , 
τότε f ΄(x)=–συνx, για κάθε x∈ . 

Μονάδες 2 

 

ΘΕΜΑ 2ο     

Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς z=(λ-2)+2λi, όπου λ∈ . 

α. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών z. 

Μονάδες 9 

β. Αν ισχύει 2zz =+ , να βρείτε το Re ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

z
1

.   

Μονάδες 7 

γ. Αν 2z =  και Im(z)≠0, να βρείτε το λ . 

Μονάδες 9 

ΘΕΜΑ 3ο 

∆ίνεται η συνάρτηση 
x
4)x(f =  , με x>0. 

 

α. Να βρείτε τα όρια 

 i) 
)x(f
)x(f ΄

lim
x +∞→

  ii) 22x )2x(
)x(fx

lim
−→

 

Μονάδες 8 

β. Nα βρείτε το σημείο Μ της γραφικής παράστασης της 
συνάρτησης f που απέχει από το σημείο Ο(0,0) τη 
μικρότερη απόσταση . 

 Μονάδες 9 
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ΑΡΧΗ 3ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 
∆΄ ΤΑΞΗ  

 

 

γ. Nα αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό σημείο της 
γραφικής παράστασης της συνάρτησης f, στο οποίο η 
εφαπτομένη είναι παράλληλη προς την ευθεία y=-2x+6. 

 Μονάδες 8 

 

ΘΕΜΑ 4o  

Έστω μια συνάρτηση f, η οποία είναι συνεχής στο  . Aν για 
κάθε x≠0 ισχύει xf(x)=x+2ημx, τότε:  

α. Να βρείτε το f(0). 

Μονάδες 7 

β. Να αποδείξετε ότι f(x)<3 για κάθε x∈ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

2
,0 . 

Μονάδες 10 

γ. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=2 έχει τουλάχιστον μια 

ρίζα στο ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π
π ,
2

. 

Μονάδες 8 

 

 

Ο∆ΗΓΙΕΣ ΓΙΑ ΤΟΥΣ ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟΥΣ 

1. Στο τετράδιο να γράψετε μόνο τα προκαταρκτικά 
(ημερομηνία, κατεύθυνση, εξεταζόμενο μάθημα). ∆εν θα 
αντιγράψετε τα θέματα στο τετράδιο. 

2. Να γράψετε το ονοματεπώνυμό σας στο πάνω μέρος των 
φωτοαντιγράφων αμέσως μόλις σας παραδοθούν .   
∆εν επιτρέπεται να γράψετε οποιαδήποτε άλλη 
σημείωση .

 Κατά την αποχώρησή σας να παραδώσετε μαζί με το 
τετράδιο και τα φωτοαντίγραφα . 

3. Να απαντήσετε στο τετράδιό σας σε όλα τα θέματα . 
 

ΤΕΛΟΣ 3ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 



ΑΡΧΗ 4ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 
∆΄ ΤΑΞΗ  

 

ΤΕΛΟΣ 4ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 

4. Κάθε λύση επιστημονικά τεκμηριωμένη είναι αποδεκτή. 
5. ∆ιάρκεια εξέτασης : Τρεις (3) ώρες μετά τη διανομή των 

φωτοαντιγράφων . 
6. Χρόνος δυνατής αποχώρησης : Μία (1) ώρα μετά τη 

διανομή των φωτοαντιγράφων . 
 

ΕΥΧΟΜΑΣΤΕ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 

 
ΤΕΛΟΣ ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 

 



ΑΡΧΗ 1ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 

 
ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ  ΑΠΟΛΥΤΗΡΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  

ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ  ΓΕΝΙΚΟΥ  ΛΥΚΕΙΟΥ 
ΤΡΙΤΗ 3 ΙΟΥΛΙΟΥ 2007 

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ  ΜΑΘΗΜΑ : ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  
ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ

ΣΥΝΟΛΟ ΣΕΛΙ∆ΩΝ : ΤΕΣΣΕΡΙΣ (4) 
ΘΕΜΑ 1o 

A.1 Να αποδείξετε ότι αν μία συνάρτηση f είναι 
παραγωγίσιμη σ ’ ένα σημείο x0, τότε είναι και συνεχής 
στο σημείο αυτό . 

Μονάδες 10 
 

Α.2 Τι σημαίνει γεωμετρικά το θεώρημα Rolle του 
∆ιαφορικού Λογισμού ; 

Μονάδες 5 

B. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, 
γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα στο γράμμα που 
αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η 
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι 
λανθασμένη .  

α. Η εικόνα f(∆) ενός διαστήματος ∆ μέσω μιας 
συνεχούς συνάρτησης f είναι διάστημα . 

Μονάδες 2 

β. Αν f, g, g΄ είναι συνεχείς συναρτήσεις στο διάστημα 
[α,β], τότε  

∫
β

α
=dx)x(g΄)x(f ∫
β

α
⋅dx)x(f ∫
β

α
′ dx)x(g . 

Μονάδες 2 

γ. Αν f είναι μία συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα 
∆ και α είναι ένα σημείο του ∆, τότε 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫
α

΄x
dt)t(f f(x)   για κάθε x∈∆ . 

Μονάδες 2 
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ΑΡΧΗ 2ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 
 

 

δ. Αν μια συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα και 
συνεχής σε ένα ανοικτό διάστημα (α,β), τότε το 
σύνολο τιμών της στο διάστημα αυτό είναι το 
διάστημα (Α,Β) όπου   Α=  και Β= . )x(flim

x +α→
)x(flim

x −β→

Μονάδες 2 

ε. Έστω δύο συναρτήσεις f, g ορισμένες σε ένα 
διάστημα ∆. Αν οι f, g είναι συνεχείς στο ∆ και  
f΄(x) = g΄(x) για κάθε εσωτερικό σημείο x του ∆, 
τότε ισχύει f(x) = g(x) για κάθε x∈∆ . 

Μονάδες 2 

 
ΘΕΜΑ 2ο

 

∆ίνεται η συνάρτηση   

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥βσυν+α+

<
ημ

=

.0x ,xxx

   0   x                    ,
x

x3

)x(f
2

 

α. Να αποδειχθεί ότι 3)x(flim
0x

=
−→

. 

Μονάδες 8 
 

β. Αν π=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

2
f΄  και η συνάρτηση  f είναι συνεχής  στο σημείο 

x0=0, να αποδειχθεί  ότι α = β = 3. 
Μονάδες 9 

γ. Αν α = β = 3, να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα .  ∫
π

0
dx)x(f  

Μονάδες 8 
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ΑΡΧΗ 3ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 

 
ΘΕΜΑ 3ο 
∆ίνεται η συνάρτηση 

f(x) = ex − e lnx,  x > 0. 
 

α. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f(x) είναι γνησίως 
αύξουσα στο διάστημα (1, +∞). 

Μονάδες 10 

β. Να αποδειχθεί ότι ισχύει f(x) ≥ e για κάθε x > 0. 

Μονάδες 7 

γ. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση 

dt)t(fdt)t(f dt)t(f
4
2

2x

3x

2x

1x

2

2

2

2 ∫∫ ∫ +=
+

+

+

+
 

 έχει ακριβώς μία ρίζα στο διάστημα (0, +∞). 

Μονάδες 8 

 

ΘΕΜΑ 4ο 

∆ίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί z1 = α+βi και 

1

1
2

z2

z2z
−

−

+

−= , όπου 

α , β∈IR          με β ≠ 0. ∆ίνεται  επίσης ότι  z2 − z1 ∈IR     . 
 

α. Να αποδειχθεί ότι z2 − z1 = 1. 

Μονάδες 9 
β . Να βρεθεί ο γεωμετρικός  τόπος των εικόνων του z1 στο 

μιγαδικό  επίπεδο .  
Μονάδες 6 

γ. Αν ο αριθμός  είναι φανταστικός και αβ>0, να 

υπολογισθεί ο z

2
1z

1 και να δειχθεί ότι 

. 0 )i1z()i1z( 20
1

20
1 =−+−++ −  

Μονάδες 10 

 
ΤΕΛΟΣ 3ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 



ΑΡΧΗ 4ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 

 
 

Ο∆ΗΓΙΕΣ  (για τους εξεταζόμενους) 
1. Στο τετράδιο να γράψετε μόνο τα προκαταρκτικά (ημερομηνία, 

κατεύθυνση, εξεταζόμενο μάθημα). Να μην αντιγράψετε τα 
θέματα στο τετράδιο. 

2. Να γράψετε το ονοματεπώνυμό σας στο πάνω μέρος των 
φωτοαντιγράφων, αμέσως μόλις σας παραδοθούν. Καμιά άλλη 
σημείωση δεν επιτρέπεται να γράψετε.

 Κατά την αποχώρησή σας να παραδώσετε μαζί με το τετράδιο 
και τα φωτοαντίγραφα.  

3. Να απαντήσετε στο τετράδιό σας σε όλα τα θέματα. 
4. Να γράψετε τις απαντήσεις σας μόνο με μπλε ή μόνο με μαύρο 

στυλό. Μπορείτε να χρησιμοποιήσετε μολύβι μόνο για σχέδια, 
διαγράμματα και πίνακες. 

5. Κάθε απάντηση επιστημονικά τεκμηριωμένη είναι αποδεκτή. 
6. ∆ιάρκεια εξέτασης: τρεις (3) ώρες μετά τη διανομή των 

φωτοαντιγράφων. 
7. Χρόνος δυνατής αποχώρησης: μετά τη 10.00΄ πρωινή. 
 

KΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 
 

ΤΕΛΟΣ ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 
 

 
ΤΕΛΟΣ 4ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 



ΑΡΧΗ 1ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 
∆΄ ΤΑΞΗ  

 

ΤΕΛΟΣ 1ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΠΟΛΥΤΗΡΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  
∆΄ ΤΑΞΗΣ ΕΣΠΕΡΙΝΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΤΕΤΑΡΤΗ 4 ΙΟΥΛΙΟΥ 2007 
ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ 

ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ: 
 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

ΣΥΝΟΛΟ ΣΕΛΙ∆ΩΝ: ΤΡΕΙΣ (3) 

 

ΘΕΜΑ 1ο 

Α. 1. Να αποδείξετε ότι : αν οι συναρτήσεις f , g  είναι 
παραγωγίσιμες στο x0 , τότε η συνάρτηση f+g είναι 
παραγωγίσιμη στο x0 και ισχύει :  

  (f+g)΄ (x0) = f΄(x0) + g΄(x0). 

  Μονάδες 12 

 2. Πότε δύο συναρτήσεις f και g λέγονται ίσες ; 

Μονάδες 5 

Β. Για καθεμιά από τις επόμενες προτάσεις να γράψετε στο 
τετράδιό σας τον αριθμό της και ακριβώς δίπλα την ένδειξη Σ, 
αν η πρόταση είναι Σωστή, ή Λ, αν αυτή είναι Λανθασμένη. 

1. Για δύο οποιουσδήποτε μιγαδικούς αριθμούς α+βi και 
γ+δi η διανυσματική ακτίνα του αθροίσματός τους 
ισούται με τη διαφορά των διανυσματικών ακτίνων 
τους . 

Μονάδες 2
 

2. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης –f είναι 
συμμετρική, ως προς τον άξονα x΄x, της γραφικής 
παράστασης της f. 

Μονάδες 2 

3. Αν f, g, h είναι τρεις συναρτήσεις και ορίζεται η ho(gof), τότε 

ορίζεται και η (hog)of και ισχύει ho(gof) = (hog)of. 

Μονάδες 2 



ΑΡΧΗ 2ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 
∆΄ ΤΑΞΗ  

4. Οι πολυωνυμικές συναρτήσεις βαθμού μεγαλύτερου ή 
ίσου του 2 έχουν ασύμπτωτες . 

Μονάδες 2 

 

ΘΕΜΑ 2ο     

Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς z για τους οποίους 
ισχύει zii  1–z =+  . 

α. i) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων M των 

μιγαδικών z. 

 Μονάδες 10 

 ii) Να βρείτε ποια από τα σημεία Μ απέχουν από την 

αρχή Ο(0,0) απόσταση ίση με 5  . 

Μονάδες 10 

β. Αν Re(z)=0, τότε να δείξετε ότι z=–i. 

Μονάδες 5 

ΘΕΜΑ 3ο 

∆ίνεται η συνάρτηση  
2  x,

1)–2(x
6 5x  – x

2x 
  f(x)  2

,
2
1

  2 x
8
1

–

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥+

<
=

+

    . 

 

α. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής και 
παραγωγίσιμη στο x0=2. 

Μονάδες 12 

β. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής 
παράστασης της συνάρτησης f στο σημείο Μ (0,f(0)). 

Μονάδες 6 

 

ΤΕΛΟΣ 2ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 



ΑΡΧΗ 3ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 
∆΄ ΤΑΞΗ  

γ. Να αποδείξετε ότι η ευθεία 2–x
2
1 y =  είναι ασύμπτωτη 

της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο  +∞ . 

Μονάδες 7 
 

ΘΕΜΑ 4o  

∆ίνεται μια συνάρτηση f, παραγωγίσιμη στο , για την 
οποία ισχύει  , για κάθε x∈. 2–8x  12x–  8x  f(x)  (x)f 233 +=+
α. Να αποδείξετε ότι η f είναι συνάρτηση 1-1. 

Μονάδες 8 

β. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει μια μόνο ρίζα στο (0, 1). 

Μονάδες 9 

γ. Αν για τη συνάρτηση g: → ισχύει ότι ( ) )2x(fx3–)x(gf 2 += , 
για κάθε x∈, να βρείτε το x0 στο οποίο η g παρουσιάζει 
ελάχιστο.                                                                       Μονάδες 8 

  

Ο∆ΗΓΙΕΣ ΓΙΑ ΤΟΥΣ ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟΥΣ 

1. Στο τετράδιο να γράψετε μόνο τα προκαταρκτικά (ημερομηνία, 
κατεύθυνση, εξεταζόμενο μάθημα). ∆εν θα αντιγράψετε τα 
θέματα στο τετράδιο. 

2. Να γράψετε το ονοματεπώνυμό σας στο πάνω μέρος των 
φωτοαντιγράφων αμέσως μόλις σας παραδοθούν.   
∆εν επιτρέπεται να γράψετε οποιαδήποτε άλλη σημείωση.

 Κατά την αποχώρησή σας να παραδώσετε μαζί με το τετράδιο 
και τα φωτοαντίγραφα. 

3. Να απαντήσετε στο τετράδιό σας σε όλα τα θέματα. 
4. Κάθε λύση επιστημονικά τεκμηριωμένη είναι αποδεκτή. 
5. ∆ιάρκεια εξέτασης: Τρεις (3) ώρες μετά τη διανομή των 

φωτοαντιγράφων. 
6. Χρόνος δυνατής αποχώρησης: Μία (1) ώρα μετά τη διανομή των 

φωτοαντιγράφων. 

ΕΥΧΟΜΑΣΤΕ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 
ΤΕΛΟΣ ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 

 

ΤΕΛΟΣ 3ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 



ΑΡΧΗ 1ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 

ΤΕΛΟΣ 1ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ

 

ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 
ΤΕΚΝΩΝ ΕΛΛΗΝΩΝ ΤΟΥ ΕΞΩΤΕΡΙΚΟΥ  

ΚΑΙ ΤΕΚΝΩΝ ΕΛΛΗΝΩΝ ΥΠΑΛΛΗΛΩΝ ΣΤΟ ΕΞΩΤΕΡΙΚΟ 
ΤΡΙΤΗ 11 ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΥ  2007 
ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ  ΜΑΘΗΜΑ  

ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ :  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚA 
ΣΥΝΟΛΟ  ΣΕΛΙ∆ΩΝ :  ΤΕΣΣΕΡΙΣ  (4) 

 

ΘΕΜΑ  1ο 

Α. 

1. Έστω η συνάρτηση f(x)=ημx. Να αποδείξετε ότι η 
συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη  στο  και ισχύει :  
f΄(x)=συνx. 

Μονάδες 10 
 

2. Πότε μια συνάρτηση f  λέγεται  γνησίως  φθίνουσα σε 
ένα διάστημα  ∆ του πεδίου ορισμού της ;   

Μονάδες 5   

Β. Να γράψετε  στο τετράδιό  σας τους αριθμούς  1, 2, 3, 4 
και 5 των παρακάτω  προτάσεων  και δίπλα σε κάθε 
αριθμό να σημειώσετε  την ένδειξη (Σ), αν η αντίστοιχη 
πρόταση  είναι σωστή, ή (Λ), αν η αντίστοιχη  πρόταση 
είναι λανθασμένη .  

 
1. Για κάθε μιγαδικό αριθμό z και κάθε θετικό ακέραιο  

ν , ισχύει :  νzz =
ν

.  

Μονάδες 2   
 

2. Ισχύει :  1
x

1xlim
0x

=
−συν

→
.  

Μονάδες 2   
 
 

 



ΑΡΧΗ 2ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 

ΤΕΛΟΣ 2ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ

3. Αν μια συνάρτηση f δεν είναι συνεχής  σ ’ ένα 
εσωτερικό  σημείο x0 ενός διαστήματος  του πεδίου  
ορισμού της , τότε η f δεν είναι παραγωγίσιμη  στο x0. 

Μονάδες 2   
 

 

4. Αν οι συναρτήσεις  f, g είναι παραγωγίσιμες  στο x0 και 

g(x0)≠0, τότε και η συνάρτηση 
g
f

 είναι παραγωγίσιμη  στο 

x0 και ισχύει :  

( )
[ ] 2

0

0000
0

)x(g
)x(g)x(f)x(g)x(fx

g
f ′−′

=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
.  

Μονάδες 2   

 

5 .  Για κάθε συνάρτηση f, παραγωγίσιμη  σ ’  ένα διάστημα 
∆ , ισχύει :  

 c ,c)x(fdx)x(f ∈+−=′∫  . 

Μονάδες 2   

ΘΕΜΑ  2ο 
 

∆ίνονται  οι μιγαδικοί  αριθμοί z1=i,  z2=1 και z3=1+i. 
 

α. Να αποδείξετε  ότι :   2
3

2
2

2
1 zzz =+ .  

Μονάδες 5 

β. Αν για το μιγαδικό z ισχύει 21 zzzz −=− , τότε να αποδείξετε 
ότι: 

 i.  Re (z) = Im (z). 
Μονάδες 10 

 ii. για z ≠ 0, να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 

  
z
z 

z
zA

−

− += . 

Μονάδες 10 
 

 



ΑΡΧΗ 3ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 

ΤΕΛΟΣ 3ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ

ΘΕΜΑ  3ο 

∆ίνεται η συνάρτηση  ( ) ( )∞+∈+= ,0x,
x4

1xlnxf .  

α. Να αποδείξετε  ότι :  

 ( ) 0ef0
4
1f,0

e
1f 5
5 >και<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛>⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  . 

Mονάδες  6 

β. Να βρείτε την εξίσωση  της εφαπτομένης  της γραφικής 
παράστασης  της συνάρτησης  f στο σημείο Μ(1, f(1)). 

Μονάδες  5 

γ. Να βρείτε τα διαστήματα  μονοτονίας της f. 

Μονάδες  4 

δ. Να αποδείξετε  ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει ακριβώς δύο  
ρίζες στο διάστημα (0, +∞). 

Μονάδες 10 

ΘΕΜΑ  4ο 

Έστω f μία παραγωγίσιμη  συνάρτηση στο  , για την οποία 

ισχύει    και  f(0) = 2 . x3e4)x(f)x(f −−=−′

α. Να αποδείξετε  ότι η συνάρτηση x4x e)x(fe)x(h −− −=  
είναι σταθερή .  

Μονάδες 5 

β. Να αποδείξετε  ότι :   ( ) x3
x

e
1exf += . 

Μονάδες 6 

γ. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα :    ∫=
x
0 dt)t(f)x(I

Μονάδες 9 

δ. Να βρείτε το 2x x
)x(Ilim

∞+→
.  

Μονάδες 5 
 
 
 

 



ΑΡΧΗ 4ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 

ΤΕΛΟΣ 4ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 

 
Ο∆ΗΓΙΕΣ  (για  τους  εξεταζόμενους)  

1.  Στο  τετράδιο  να  γράψετε  μόνο  τα  προκαταρκτικά  
(ημερομηνία ,  κατεύθυνση ,  εξεταζόμενο  μάθημα).  Να  μην  
αντιγράψετε  τα  θέματα  στο  τετράδιο .  

2.  Να  γράψετε  το  ονοματεπώνυμό  σας  στο  επάνω  μέρος  των  
φωτοτυπιών  αμέσως  μόλις  σας  παραδοθούν .  ∆εν  επιτρέπεται  
να  γράψετε  οποιαδήποτε  άλλη  σημείωση .  

 Κατά  την  αποχώρησή  σας  να  παραδώσετε  μαζί  με  το  τετράδιο  
και  τις  φωτοτυπίες .  

3.  Να  απαντήσετε  στο  τετράδιό  σας  σε  όλα  τα  θέματα .  
4.  Κάθε  απάντηση  επιστημονικά  τεκμηριωμένη  είναι  αποδεκτή .  
5.  ∆ιάρκεια  εξέτασης :  Τρεις  (3) ώρες  μετά  τη  διανομή  των  

φωτοτυπιών .  
6.  Χρόνος  δυνατής  αποχώρησης :  Μία  (1) ώρα  μετά  τη  διανομή  

των  φωτοτυπιών .  
 

ΕΥΧΟΜΑΣΤΕ  ΕΠΙΤΥΧΙΑ  
ΤΕΛΟΣ  ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ  
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