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BA΢ΙΚΑ ΘΔΩΡΗΜΑΣΑ ΢ΤΝΔΥΔΙΑ΢ 

 

Α. ΘΔΩΡΗΜΑ BOLZANO  (Θ.Β) 

 

Έζηω κηα ζπλάξηεζε f ,νξηζκέλε ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα [α,β].Αλ: 

 Ζ f είλαη ζπλερήο ζην [α,β] θαη , επηπιένλ , ηζρύεη  

     0f a f     

Σόηε ππάξρεη ένα, τοσλάτιστον ,  ,ox    ηέηνην ώζηε   0of x   . 

 Γειαδή, σπάρτει μία , τοσλάτιστον, ρίδα ηεο εμίζωζεο f(x)=0 (α,β). 

 Γειαδή, σπάρτει μία , τοσλάτιστον, ρίδα ηεο ζπλάξηεζεο f ζην  (α,β). 

 Γειαδή ε Cf  ηέκλεη ηνλ άμνλα xx΄ ζε έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν κε ηεηκεκέλε

 ,ox    

 

A.1. ΓΔΩΜΔΣΡΙΚΗ  ΔΡΜΗΝΔΙΑ 

 

Γεωκεηξηθά κπνξνύκε λα εξκελεύζνπκε ην παξαπάλω ζεώξεκα ωο εμήο:  

Σν ηκήκα ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f πνπ πεξηέρεηαη κεηαμύ ηωλ επζεηώλ 

 x = α ,x = β θαη ηέκλεη ηνλ xx΄ ηνπιάρηζηνλ κία θνξά  

 

A.2. ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢ΔΙ΢ 

 

1. Σν αληίζηξνθν ηνπ ζεωξήκαηνο Bolzano δελ ηζρύεη. Απηό ζεκαίλεη όηη αλ γηα 

κία πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε  : ,f      ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα 

 ,    έηζη ώζηε f(μ)=0 δελ ζπλεπάγεηαη αλαγθαία όηη ε f είλαη ζπλερήο ή 

όηη νη ηηκέο , είλαη εηεξόζεκεο δειαδή      0f a f    

2. Aλ δελ ηζρύνπλ νη πξνππνζέζεηο ηνπ Βνlzano ηόηε δελ έρνπκε ζαλ ζπκπέξαζκα 

όηη ε ζπλάξηεζε f(x) δελ έρεη ξίδα. 

3. Αλ ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο κνλόηνλε ζην[α,β]  θαη επί πιένλ ηζρύεη 

    0f a f   , ηόηε ε έτει ακριβώς μία ρίδα στο (α,β).  

4. Κάζε πνιπώλπκν πεξηηηνύ βαζκνύ κε πξαγκαηηθνύο ζπληειεζηέο έρεη 

τοσλάτιστον μία πραγματική ρίδα.  

5. Σν ζεώξεκα Bolzano εμαζθαιίδεη ηελ ύπαξμε ηνπιάρηζηνλ κίαο πξαγκαηηθήο 

ξίδαο ηεο εμίζωζεο f(x)=0 ζην (α,β).Ωζηόζν δελ απνθιείεηαη ε ύπαξμε 

πεξηζζόηεξωλ ξηδώλ ζην (α,β).Απηό πνπ θπξίωο καο εμαζθαιίδεη είλαη «ην 

ΑΓΤΝΑΣΟΝ ΣΖ΢ ΜΖ ΤΠΑΡΞΖ΢ ΡΗΕΑ΢ ζην (α,β).» 

6. Eλδέρεηαη κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην θιεηζηό δηάζηεκα [α,β] λα έρεη ξίδα 

ρωξίο λα ηζρύνπλ νη πξνππνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο Βolzano.  

7. Γεδνκέλε αληζόηεηα καο νδεγεί ζην Bolzano. 

8. Έζηω κηα ζπλάξηεζε f ,νξηζκέλε ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα [α,β].Αλ: 

 Ζ f είλαη ζπλερήο ζην [α,β] θαη , επηπιένλ , ηζρύεη     0f a f     

Σόηε ππάξρεη ένα, τοσλάτιστον ,  ,ox    ηέηνην ώζηε   0of x   . 
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A.3. ΢ΥΟΛΙΑ 

 

1. Αλ κηα ζπλάξηεζε f 

 

είλαη ζπλερήο ζην Γ

0f x






 

   

 

 

( ) 0,  f >0 

,

( ) 0,  f <0 

f x

ή

f x

 



 





 

  

  f δηαηεξεί πξόζεκν ζην δηάζηεκα Γ. 

 

 Αλ ε f δελ είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα Γ , ηόηε δελ δηαηεξεί ππνρξεωηηθά 

ζηαζεξό πξόζεκν ζην Γ. 

 Αλ ε f δελ είλαη ζπλερήο ζην [α,β] θαη δηαηεξεί πξόζεκν ζην [α,β] ηόηε γηα 

θάζε  1 2x , x ,    ηζρύεη :    1 2f x f x 0        1 2f x ,f x νκόζεκνη. 

2. Μηα ζπλερήο ζπλάξηεζε f δηαηεξεί πξόζεκν ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα 

ζηα νπνία νη δηαδνρηθέο ξίδεο ηεο f ρωξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ ηεο. Απηό καο 

δηεπθνιύλεη ζηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ πξνζήκνπ ηεο f ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ x. 

 

Β . ΘΔΩΡΗΜΑ ΔΝΓΙΑΜΔ΢ΩΝ ΣΙΜΩΝ  (Θ.Δ.Σ.) 

      ΓΔΝΙΚΔΤ΢Η ΒΟLZANO 

 

Έζηω κηα ζπλάξηεζε f ,νξηζκέλε ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα [α,β].Αλ: 

 Ζ f είλαη ζπλερήο ζην [α,β] θαη  

    f a f    

Σόηε γηα θάζε αξηζκό ε κεηαμύ ηωλ f(α) θαη f(β) ππάξρεη ένας, τοσλάτιστον , 

 ,ox    ηέηνην ώζηε  of x   . 

 

B.1. ΓΔΩΜΔΣΡΙΚΗ  ΔΡΜΗΝΔΙΑ 

 

1. Ζ παξάιιειε επζεία y=θ πξνο ηνλ xx΄ ζα ηέκλεη ηελ 
fC   ηνπιάρηζηνλ ζε έλα 

ζεκείν.  

2. Κάζε ζεκείν ηνπ άμνλα yy΄ πνπ βξίζθεηαη αλάκεζα ζηα    ,f f   θαη ζα 

είλαη ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο .  
 

B.2. ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢ΔΙ΢ 

 

1. Σν αληίζηξνθν ηνπ Θεωξήκαηνο ελδηακέζωλ ηηκώλ δελ ηζρύεη θαη’αλάγθε, 

δειαδή αλ κία ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζην [α,β] , παίξλεη θάζε ηηκή κεηαμύ ηνπ 

 f  θαη ηνπ  f  , δελ ζεκαίλεη όηη απηή είλαη ζπλερήο ζην [α,β].  

2. Ζ γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλερνύο ζπλάξηεζεο ζε δηάζηεκα Γ είλαη κία 

ζπλερήο γξακκή.  

3. Αλ ε f ΓΔΝ είλαη ζπλερήο ζην θιεηζηό δηάζηεκα [α,β] ηόηε δελ παίξλεη 

ππνρξεωηηθά όιεο ηηο ελδηάκεζεο ηηκέο.  
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4.  Ζ ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην θιεηζηό δηάζηεκα [α,β] παίξλεη θάζε ηηκή κεηαμύ 

ηωλ f(α) θαη f(β) ζηελ πεξίπηωζε πνπ είλαη    f f   .Δπίζεο ελδέρεηαη λα 

έρεη θαη ηηκέο εθηόο ηνπ δηαζηήκαηνο    f , f     ή    f , f    . 

5. Απνδεηθλύεηαη όηη αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο κνλόηνλε ζην 

δηάζηεκα Γ, ηόηε ε αληίζηξνθε ηεο , δειαδή ε  1 :f f    είλαη ζπλερήο 

ζην  f    θαη έρεη ην ίδην είδνο κνλνηνλίαο. 

6. Αλ ην ζύλνιν ηηκώλ κηαο ζπλερνύο ζπλάξηεζεο πεξηέρεη ην κεδέλ ηόηε ε 

εμίζωζε f(x)=0 έτει τοσλάτιστον μία ρίδα.  

7. Αλ ε f είλαη ζηαζεξή ζπλάξηεζε ηόηε ην  f  είλαη έλα ζεκείν (κνλνζύλνιν) f 

(εθθπιηζκέλν δηάζηεκα ηεο κνξθήο ). [ι,ι] 

8. Αλ ε ζπλερήο ζπλάξηεζε f νξίδεηαη ζην δηάζηεκα Γ , ηόηε ε εηθόλα ηνπ Γ κέζω 

ηεο f(δειαδή ε f(Γ)) ζα είλαη δηάζηεκα, δειαδή δελ είλαη έλωζε δηαζηεκάηωλ, 

κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη ε f δελ είλαη ζηαζεξή.  

9. Γελ ππάξρεη ζπλερήο, κε ζηαζεξή ζπλάξηεζε :f    ,δηόηη ην   δελ 

κπνξεί λα πεξηέρεη ηελ εηθόλα  f   , ε νπνία είλαη δηάζηεκα.Σν ίδην ηζρύεη αλ 

αληί ηνπ   έρνπκε ηπραίν δηάζηεκα Γ θαη ε f είλαη ζπλερήο ζην Γ. 

 

Β.3. ΢ΥΟΛΙΑ 

 

1. Aλ κηα ζπλάξηεζε f δελ είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα [α,β] , ηόηε , δελ 

παίξλεη ππνρξεωηηθά όιεο ηηο ελδηάκεζεο ηηκέο . 

2. Ζ εηθόλα f(Γ) ελόο δηαζηήκαηνο Γ κέζω κηαο ζπλερνύο θαη κε 

ζηαζεξήο ζπλάξηεζεο f είλαη δηάζηεκα.Αλ Γ θιεηζηό δηάζηεκα ηόηε ηζρύεη ην 

παξαθάηω: 

 

Γ . ΘΔΩΡΗΜΑ ΜΔΓΙ΢ΣΗ΢ ΚΑΙ  ΔΛΑΥΙ΢ΣΗ΢  ΣΙΜΗ΢  (Θ.Μ.Δ.Σ.) 

Αλ ε f είλαη ζςνεσήρ ζςνάπηηζη ζηο [α,β], ηόηε ε f παίξλεη ζην [α,β] κηα 

κέγηζηε ηηκή Μ θαη κηα ειάρηζηε ηηκή m. 

Γειαδή ππάξρνπλ  1 2, ,x x    ηέηνηα ώζηε αλ  1m f x  θαη  2M f x λα 

ηζρύεη  m f x M   γηα θάζε  ,x    

 

Γ.1. ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢ΔΙ΢ 

 

1. Έζηω κηα ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζην θιεηζηό δηάζηεκα Γ=[α,β] θαη 

   m=minf θαη Μ=maxf. 

 Aλ m=M ηόηε ε f ζηαζεξή ζην δηάζηεκα Γ. 

 Αλ m    ηόηε  f   , νπόηε ππάξρεη  ox ,    , ηέηνην , ώζηε 

 of x .    

 Αλ m    θαη ε f είλαη γλεζίωο κνλόηνλε ζην Γ, ηόηε ε εμίζωζε 

 f x   έρεη μία ακριβώς ρίδα στο Γ. 
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2. Έζηω f :    κηα ζπλάξηεζε , ε νπνία είλαη ζπλερήο.Αλ ηα ζεκεία 1 2x , x  

κε  1 2x x  είλαη ζέζεηο : 

 ειαρίζηωλ ηεο f θαη ππάξρεη  3 1 2x x , x  ώζηε,      3 1 2f x f x f x   ηόηε 

ππάξρεη ένα, τοσλάτιστον ,  1 2x , xox ώζηε ην ox  λα είλαη ζέζε κεγίζηνπ ηεο 

f. 

 κεγίζηωλ ηεο f θαη ππάξρεη  3 1 2x x , x  ώζηε,      3 1 2f x f x f x   ηόηε 

ππάξρεη ένα, τοσλάτιστον ,  1 2x , xox ώζηε ην 
ox  λα είλαη ζέζε ειαρίζηνπ 

ηεο f. 

3. Πάληνηε γηα κηα ζπλερή ζην [α,β] ζπλάξηεζε ν κέζνο όξνο λ πιήζνπο ηηκώλ 

ηεο είλαη ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο , δειαδή αλ νη αξηζκνί  1 2 vx ,x ,..., x ,    ηόηε 

ν αξηζκόο 
     1 2 vf x f x ... f x

v

  
 είλαη ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο  f : ,    . 

 

Γ.2.ΣΧΟΛΙΟ 

 

Από ην ζεώξεκα ηωλ ελδηακέζωλ ηηκώλ θαη ηεο κέγηζηεο θαη ειάρηζηεο ηηκήο 

πξνθύπηεη όηη ηο ζύνολο ηιμών μιαρ ζςνεσούρ ζςνάπηηζηρ f με πεδίο 

οπιζμού ηο [α,β] είναι ηο κλειζηό διάζηημα [m.M] , όπνπ m ε ειάρηζηε ηηκή 

θαη Μ ε κέγηζηε ηηκή ηεο. 

 

Γ.3. . ΓΔΝΙΚΔΤ΢Η ΣΟΤ Θ.ΔΣ. ΜΔΣΑ ΣΟ Θ.Μ.Δ.Σ 

 
Αλ ε f ζπλερήο ζην [α,β] γηα θάζε θ κεηαμύ ηεο m θαη M θαη όρη κεηαμύ f(α)  

θαη f(β) ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα  :o ox f x    

 

Γ . ΔΤΡΔ΢Η ΢ΤΝΟΛΟΤ ΣΙΜΩΝ 

 

Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη γνηζίωρ αύξοςζα και ζςνεσήρ ζε έλα ανοισηό 

διάζηημα (α,β) , ηόηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζην δηάζηεκα απηό είλαη ην 

δηάζηεκα (Α,Β) όπνπ  lim
x a

A f x


  θαη  lim
x

f x
 

  . 

Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη γνηζίωρ θθίνοςζα και ζςνεσήρ ζε έλα ανοισηό 

διάζηημα (α,β) , ηόηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζην δηάζηεκα απηό είλαη ην 

δηάζηεκα (Β,Α) όπνπ  lim
x a

A f x


  θαη  lim
x

f x
 

  . 

Αθνινπζεί ν παξαθάηω πίλαθαο γηα όιεο ηηο δπλαηέο πεξηπηώζεηο.
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Πξέπεη λα πξνζέμνπκε όηη ζηηο πεξηπηώζεηο πνπ έρνπκε αλνηρηά δηαζηήκαηα αληί γηα 

άθξν πξαγκαηηθό αξηζκό κπνξνύκε λα έρνπκε ην ±∞ . ΢ε απηή ηελ πεξίπηωζε 

ηζρύνπλ αλάινγα ζπκπεξάζκαηα κε ηα όξηα λα ηείλνπλ ζην  ±∞. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

[α,β] 

ΓΝ.ΑΤΞΟΤ΢Α [f(α) ,f(β)] 

ΓΝ.ΦΘΗΝΟΤ΢Α [f(β), f(α)] 

(α,β) 

ΓΝ.ΑΤΞΟΤ΢Α  lim ( ), lim ( )
x x

f x f x
   

  

ΓΝ.ΦΘΗΝΟΤ΢Α  lim ( ), lim ( )
x x

f x f x
   

 

[α,β) 

ΓΝ.ΑΤΞΟΤ΢Α ( ), lim ( )
x

f f x








 

ΓΝ.ΦΘΗΝΟΤ΢Α  lim ( ), ( )
x

f x f








 

(α,β] 

ΓΝ.ΑΤΞΟΤ΢Α  lim ( ), f( )
x

f x








 

ΓΝ.ΦΘΗΝΟΤ΢Α ( ), lim ( )
x

f f x








 

[α, ) 

ΓΝ.ΑΤΞΟΤ΢Α [f(α) ,  lim
x

f x


) 

ΓΝ.ΦΘΗΝΟΤ΢Α (  lim
x

f x


,f(α)] 

(α, ) 

ΓΝ.ΑΤΞΟΤ΢Α   lim ( ), lim
xx

f x f x
 

  

ΓΝ.ΦΘΗΝΟΤ΢Α   lim , lim ( )
x x

f x f x
 

 

( ,α] 

ΓΝ.ΑΤΞΟΤ΢Α   lim , ( )
x

f x f 





 

ΓΝ.ΦΘΗΝΟΤ΢Α ( ), lim ( )
x

f a f x





 

( ,α) ΓΝ.ΑΤΞΟΤ΢Α  lim ( ), f( )
x

f x 


 

 ΓΝ.ΦΘΗΝΟΤ΢Α  ( ), lim ( )
x

f f x

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ΣΧΟΛΙΑ 

 Αλ γηα κηα ζπλερή ζπλάξηεζε  f : ,    ,  , ,      ηζρύεη: 

x x

x x

limf (x)  θαη limf (x)  

ή

limf (x)  θαη limf (x)

 

 

   


    


 ηόηε   f ,    

 Αλ      : , ,f a f A     θαη f   άξα 1-1 νξίδεηαη ε    1 : , ,f       θαη 

1f    . 

 ΓΗΑ ΣΑ ΟΡΗΑ Η΢ΥΤΔΗ : 

   

   1 1

lim , lim

lim , lim

x x

x x

f x f x

f x f x

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 



  


  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


