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ΠΔΓΙΟ ΟΡΙ΢ΜΟΤ-΢ΤΝΟΛΟ ΣΙΜΩΝ 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η 
ΠΔΓΙΟ 

ΟΡΙ΢ΜΟΤ 

΢ΤΝΟΛΟ 

ΣΙΜΩΝ 

 f x ax        

  2f x ax     0,  

  3f x ax      

 f x
x


  *  *  

 f x x   0,   0,  

 f x x     0,  

 f x x     1,1  

 f x x     1,1  

 f x x   /
2

x


         

 f x x   /x           

  xf x a     0,  

  logaf x x   0,    

 
 g x

f x    
f(x) > 0  
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ΜΟΝΟΣΟΝΙΑ ΑΚΡΟΣΑΣΑ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η ΜΟΝΟΣΟΝΙΑ ΑΚΡΟΣΑΣΑ 

 f x ax     

, 0

, 0

, 0

aύ

ή

ί

 

 

  





 

      Γελ έρεη 

  2f x ax   

 
 

 ζην ,0
 α>0

 ζην 0,

ί
A

ύ

 


 

 



  

 
 

 ζην ,0
 α<0

 ζην 0,

ύ
A

ί

 


 

 



  

 α>0  

ειάρηζην ζην 0

 α<0  

κέγηζην  ζην 0

ά

ά

  

  








 

  3f x ax  
, 0

, 0

aύ

ί

 

  





 Γελ έρεη 

 f x
x


  

, 0

, 0

ί

aύ

  

 





 Γελ έρεη 

 f x x   Αύμνπζα  ειάρηζην ζην 0 

 f x x  
 
 

 ζην ,0

  ζην 0,

ί

aύ

 



 



  ειάρηζην ζην 0 

 f x x   

3
 ζην 0,  θαη , 2  

2 2

3
 ζην ,  θαη ,

2 2

aύ

ί

 
 

 
   

    
        


   
       

 

 κέγηζην ζην   
2


  

ειάρηζην ζην 
3

2


   

 f x x  

3 3
 ζην ,  θαη , 2  

2 2

 ζην 0,  θαη ,
2 2

aύ

ί

 
  

 
  

    
    
    


   
       

 
κέγηζην ζην 0 θαη ζην 

2π 

 ειάρηζην ζην π 

 f x x  Αύμνπζα Γελ έρεη 

 f x x  Φζίλνπζα Γελ έρεη 

  xf x a   
, 1

,0 1

aύ a

ί



  




 
 Γελ έρεη 

  logaf x x   
, 1

,0 1

aύ a

ί



  




 
 Γελ έρεη 
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AΡΣΙΑ ΠΔΡΙΣΣΗ-΢ΤΜΜΔΣΡΙΔ΢-1-1 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η 
ΑΡΣΙΑ 

ΠΔΡΙΣΣΗ 
΢ΤΜΜΔΣΡΙΔ΢ '1-1' 

 f x ax         

  2f x ax   ΑΡΣΙΑ y΄y  

  3f x ax  ΠΔΡΙΣΣΗ (0,0)   

 f x
x


  ΠΔΡΙΣΣΗ (0,0)   

 f x x       

 f x x  ΑΡΣΙΑ y΄y  

 f x x   
ΠΔΡΙΣΣΗ 

 
(0,0)  

 f x x  ΑΡΣΙΑ y΄y  

 f x x  ΠΔΡΙΣΣΗ (0,0)   

 f x x  ΠΔΡΙΣΣΗ (0,0)   

  xf x a       

  logaf x x       
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ΜΟΝΟΣΟΝΗΑ   ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ΢ 

Α.  ΟΡΗ΢ΜΟΗ 

 

1. Αλ 1 2,x x    κε 1 2x x       1 2f x f x  γηα θάζε 1 2,x x   ηόηε  f γλεζίσο 

αύμνπζα . 

 Αλ 1 2,x x    κε 
1 2x x       1 2f x f x  γηα θάζε 1 2,x x   ηόηε  f  αύμνπζα . 

2. Αλ 1 2,x x    κε 1 2x x       1 2f x f x  γηα θάζε 1 2,x x   ηόηε  f γλεζίσο 

θζίλνπζα . 

 Αλ 1 2,x x    κε 
1 2x x       1 2f x f x  γηα θάζε 1 2,x x   ηόηε  f  θζίλνπζα. 

 

ΠΑΡΑΣΖΡΖ΢ΔΗ΢ 

 

1. Αλ 
   

   1 2

1 2 1 2

1 2

0 ,
f x f x

f x f x x x
x x


   


 νκόζεκνη  f   0    

2. Αλ 
   

   1 2

1 2 1 2

1 2

0 ,
f x f x

f x f x x x
x x


   


 εηεξόζεκνη  f   0    

3. Αλ      ζην ,   θαη ,f      ηόηε δηαηεξεί ηε κνλνηνλία ηεο θαη ζην (α,γ). 

4. Aλ f γλεζίσο αύμνπζα   -f γλεζίσο θζίλνπζα ζην Α. (Κ49) 

5. Aλ f γλεζίσο θζίλνπζα   -f γλεζίσο αύμνπζα ζην Α. 

6. Αλ f   θαη f(x)>0, x  ηόηε 
1

f
  ζην Γ. 

7. Αλ f,g είλαη γλεζίσο αύμνπζεο   f+g είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην Α. 

8. Αλ f,g είλαη γλεζίσο θζίλνπζεο   f+g είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην Α. 

9. Αλ f,g είλαη γλεζίσο αύμνπζεο θαη   0f x   θαη   0g x 
   

     
  f g  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην Α. 

10. Αλ f,g είλαη γλεζίσο αύμνπζεο θαη   0f x   θαη   0g x 
   

     
  f g  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα  ζην Α. 

11. Αλ f,g είλαη γλεζίσο θζίλνπζεο θαη   0f x   θαη   0g x 
   

     
  f g  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην Α. 

12. Ιζρύεη πάληα 2 2

1 1 2 2 0x x x x     
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AKΡΟΣΑΣΑ  ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ΢ 

Α.  ΟΡΗ΢ΜΟΗ 

1. Αλ ox   θαη    of x f x  γηα θάζε ox   ηόηε ην  of x  νλνκάδεηαη νιηθό 

κέγηζην ζηε ζέζε xo . 

2. Αλ ox   θαη    of x f x  γηα θάζε ox   ηόηε ην  of x  νλνκάδεηαη νιηθό 

ειάρηζην  ζηε ζέζε xo . 

 
ΠΑΡΑΣΖΡΖ΢ΔΗ΢ 

 

1. Αλ minf(x)=f(xo)     f(x)-f(xo)  0 γηα θάζε x A . 

2. Αλ maxf(x)=f(xo)    f(x)-f(xo)  0 γηα θάζε x A . 

3. Aλ maxf(x)<0          f(x)<0  γηα θάζε x A .  

4. Aλ mηnf(x)>0          f(x)>0  γηα θάζε x A . 

5. H ύπαξμε κεγίζηνπ θαη ειαρίζηνπ ζεκαίλεη πξαθηηθά όηη ηζρύεη ε ζρέζε 

fmin ≤ y ≤ fmax 

6. Αλ  f x    γηα θάζε x A  ΓΔΝ Η΢ΥΤΔΗ minf(x)=α θαη 

maxf(x)=β.Iζσύει αν οι εξιζώζειρ f(x)=α και f(x)=β είσαν ηοςλάσιζηον μία λύζη 

ζηο Α. 

7. Αλ f   [α,β] ηόηε minf(x)=f(α) θαη maxf(x)=f(β). 

8. Αλ f  [α,β] ηόηε minf(x)=f(β) θαη maxf(x)=f(α). 

9. Aλ f  ή    ζην (α,β) ηόηε δελ έρεη αθξόηαηα. 

10. Αλ f ζην (α,xo] θαη f   ζην [xo,β) ηόηε maxf(x)=f(xo) ζην (α,β). 

11. Αλ ε f έρεη ζύλνιν ηηκώλ  

 

[θ,ι] (θ,ι] [θ,ι) (θ,ι) 

maxf =ι  

θαη 

minf=θ 

maxf =ι  

 

minf=θ 

        Γελ έρεη 

αθξόηαηα 

 

12. Βαζηθή αληζόηεηα :   1 1 , 1


           
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΢ΤΝΘΔ΢Ζ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ΢ 

 

Α. ΟΡΗ΢ΜΟ΢ 

 

1.  Αλ f,g είλαη δύν ζπλαξηήζεηο κε πεδίν νξηζκνύ Α,Β αληηζηνίρσο, ηόηε νλνκάδνπκε 

ζύλζεζε ηεο f κε ηελ g , θαη ηε ζπκβνιίδνπκε κε gof, ηε ζπλάξηεζε κε ηύπν  

     gof x g f x  

Σν πεδίν νξηζκνύ ηεο gof νξίδεηαη από ην ζύλνιν  1 / ( )A x A f x B      

 Η gof έρεη λόεκα κόλν όηαλ  f A B    

 Aλ Β=  ηόηε Α1=Α 

 Πξέπεη λα πξνζέμνπκε όηη πξώηα βξίζθνπκε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζύλζεζεο θαη 

κεηά ηνλ ηύπν. Δίλαη ιάζνο λα βξνύκε πξώηα ηνλ ηύπν ηεο ζύλζεζεο θαη από ηνλ 

ηύπν λα βξνύκε ην πεδίν νξηζκνύ. 

 

ΠΑΡΑΣΖΡΖ΢ΔΗ΢ 

 

1. Γεληθά ηζρύεη gof fog  . 

2. Γηα λα ηζρύεη gof fog πξέπεη : 

     
 επηπιένλ

fog gof

f g x g f x

A



 


  

  

3. Ιζρύεη    ho gof hog of   

4. Ιζρύνπλ νη ηζόηεηεο (από δεμηά) : 

 

    

f g oh foh goh

f g oh foh goh



  


  

  

5. Η ζύλζεζε γεληθεύεηαη θαη γηα πεξηζζόηεξεο από ηξεηο ζπλαξηήζεηο. 
6. Δλδέρεηαη κηα ζπλάξηεζε λα κελ είλαη ζπλζέζηκε κε ηνλ εαπηό ηεο. Να κελ 

ππάξρεη ε fof.  
7. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ νη ζπλαξηήζεηο έρνπλ θιάδνπο πξέπεη λα ζπλζέζνπκε ηνλ 

θάζε θιάδν ηεο κίαο κε θάζε θιάδν ηεο άιιεο. 

8. Eλδέρεηαη ε ζύλζεζε απινύ ηύπνπ λα θαηαιήμεη ζε ζπλάξηεζε πνιιαπινύ 

ηύπνπ θαη αληίζηξνθα. 

9. Aλ είλαη 
f gD D   ηόηε νξίδνληαη πάληα νη ζπλαξηήζεηο fog,gof  θαη 

κάιηζηα είλαη ίζεο. 

10. Έζησ :f    θαη g(x)=x .Tόηε fog=gof δηόηη : 

   

   

,  έρνπλ ην ίδην πεδίν νξηζκνύ

 γηα θάζε x

( ) (g(x))

( ) (f(x))

fog gof

fog x f f x

gof x g f x












 



 



  

       H g(x)=x νλνκάδεηαη ηαπηνηηθή. 
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ENA ΠΡΟ΢ ΔΝΑ 

 

Α. ΟΡΗ΢ΜΟΗ 

 

1. Μηα ζπλάξηεζε :f A   ιέγεηαη ζσλάρηεζε "1-1" ,όηαλ γηα νπνηαδήπνηε 

1 2,x x  A  ηζρύεη ε ζπλεπαγσγή: Αλ 1 2 ,x x
ό 


 
ηόηε    1 2f x f x  (1) 

 

2. Μηα ζπλάξηεζε :f A   είλαη ζσλάρηεζε "1-1" ,αλ θαη κόλο αλ γηα 

νπνηαδήπνηε 
1 2,x x  A  ηζρύεη ε ζπλεπαγσγή: Αλ    1 2f x f x

ό 


 
ηόηε

1 2x x  (2) 

 Άξα αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη 1-1 ηζρύνπλ νη ηζνδπλακίεο : 

 

              1 2 1 2f x f x x x    (3)  

              1 2 1 2f x f x x x  
  

(4) 

Σε ζρέζε (1) ηε ρξεζηκνπνηνύκε ζε  ζεσξεηηθά πξνβιήκαηα 

Σε ζρέζε (2) ηε ρξεζηκνπνηνύκε όπνπ είλαη  γλσζηόο ν ηύπνο . 

Σε ζρέζε (3) ηε ρξεζηκνπνηνύκε γηα ηε  ιύζε ησλ εμηζώζεσλ θαη ηελ απόδεημε 

 ηζνηήησλ 

  ΒΑ΢ΙΚΗ ΠΡΟΣΑ΢Η 1 

 

Αλ f  1-1 ηόηε    a f a f      Αλ f όρη 1-1 ηόηε 

   a f a f     

 

  ΒΑ΢ΙΚΗ ΠΡΟΣΑ΢Η 2 

 

ΑΝ ΜΗΑ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ ΔΗΝΑΗ ΓΝΖ΢ΗΧ΢ ΜΟΝΟΣΟΝΖ ΣΟΣΔ ΠΡΟΦΑΝΧ΢, 

ΔΗΝΑΗ ΚΑΗ"1-1" 

Έηζη, νη ζπλαξηήζεηο , ,f g h   κε   3f x x  ,   xg x e  ,   lnh x x   , είλαη 

ζπλαξηήζεηο "1-1". 

 
  ΑΝΣΙΘΔΣΟΑΝΣΙ΢ΣΡΟΦΟ 2 

 

ΑΝ ΜΗΑ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ ΓΔΝ ΔΗΝΑΗ"1-1"ΣΟΣΔ ΓΔΝ ΔΗΝΑΗ ΓΝΖ΢ΗΧ΢ 

ΜΟΝΟΣΟΝΖ  
 

 Πξνζνρή ην αληίζεην δελ ηζρύεη.  

               Π.ρ  
, 0

2
, 0

x x

f x
x

x

 


 
 


  

 

  ΒΑ΢ΙΚΗ ΠΡΟΣΑ΢Η 3 
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   f  "1 1"

   ΓΝΗ΢ΙΩ΢ ΜΟΝΟΣΟΝΗ 

    x A

f

    


 
    

  

 

ΠΑΡΑΣΖΡΖ΢ΔΗ΢ 

 

1. Από ηνλ νξηζκό πξνθύπηεη όηη: γηα λα είλαη κία ζπλάξηεζε "1-1"  ζα πξέπεη 

δηαθνξεηηθά ζηνηρεία από ην πεδίν νξηζκνύ λα έρνπλ δηαθνξεηηθέο εηθόλεο 

            όηη κηα ζπλάξηεζε f είλαη "1-1"  , αλ θαη κόλν αλ γηα θάζε ζηνηρείν y ηνπ          

            ζπλόινπ ηηκώλ ε εμίζσζε y = f(x) έρεη αθρηβώς κηα ιύζε σο πξνο x. 

2. Αλ  y f A  θαη ε f είλαη 1-1 ηόηε ε εμίζσζε y=f(x) έτεη κολαδηθή ιύζε . 

3. Αλ ε εμίζσζε y=f(x) έρεη ην πνιύ κία ιύζε σο πξνο x ζην Α , ηόηε είλαη "1-1". 

            Αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη "1-1" ηόηε θάζε εμίζσζε ηεο κνξθήο f(x)=α έτεη ηο     

            ποιύ κία ρίδα. 

4. Γελ ππάξρνπλ ζεκεία ζηε 
fC   κε ηελ ίδηα ηεηαγκέλε. Απηό νδεγεί ζην 

ζπκπέξαζκα όηη θάζε νξηδόληηα επζεία ηέκλεη ηε ηο ποιύ ζε έλα ζεκείο.  

5. Αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη 1-1 ζε έλα δηάζηεκα E A  ηόηε ηζρύνπλ όια ζην Δ θαη 

f(E). 

6. Η  f ΓΔΝ είλαη 1-1 αλ θαη κόλν αλ γηα 1 2x x  ηζρύεη    1 2f x f x . 

7. Αλ κηα ζπλάξηεζε :f A  είλαη 1-1 ζην Α1 θαη 1-1 ζην Α2 απηό ΓΔΝ 

ζεκαίλεη όηη είλαη 1-1 θαη ζην 1 2A A  . 

8. Αλ δύν ζπλαξηήζεηο είλαη 1-1 ηόηε απηό ΓΔΝ ζεκαίλεη όηη ην άζξνηζκα ή ην 

γηλόκελό ηνπο είλαη 1-1. 

9. Η ηζνδπλακία          f g x f h x g x h x    ηζρύεη  

ΜΟΝΟ όηαλ ε f είλαη 1-1. 
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ΑΝΣΗ΢ΣΡΟΦΖ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ 

 
Α. ΟΡΗ΢ΜΟ΢ 

 

1.  Έζησ κηα ζπλάξηεζε :f A    "1-1" κε πεδίν νξηζκνύ ην Α θαη ζύλνιν ηηκώλ ην 

f(A).Οξίδεηαη ζπλάξηεζε ε νπνία έρεη πεδίν νξηζκνύ ην f(A) θαη ζύλνιν ηηκώλ ην Α 

.Oλνκάδεηαη αληίζηξνθε ,ζπκβνιίδεηαη κε 1f   θαη ηζρύεη ε ηζνδπλακία : 

   1f x y f y x    

 1f    έρεη πεδίν νξηζκνύ ην f(A) 

 1f    έρεη ζύλνιν ηηκώλ Af 

   1 ,f f x x x A      θαη   1 , y ( )f f y y f A    

πρ        θαη     g logx

af x a x x    

 

  ΒΑ΢ΙΚΗ ΠΡΟΣΑ΢Η 1 

ΑΝ ΜΗΑ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ ΔΗΝΑΗ "1-1"    ΔΗΝΑΗ  ΑΝΣΗ΢ΣΡΔΦΗΜΖ. 
 

  ΑΝΣΙΘΔΣΟΑΝΣΙ΢ΣΡΟΦΟ 1  

 

ΑΝ ΜΗΑ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ ΓΔΝ ΔΗΝΑΗ ΑΝΣΗ΢ΣΡΔΦΗΜΖ ΣΟΣΔ ΓΔΝ ΔΗΝΑΗ "1-

1". (πρ. ηα πνιπώλπκα 2νπ βαζκνύ ζην   ) 
 

  ΒΑ΢ΙΚΗ ΠΡΟΣΑ΢Η 2 

ΟΗ ΓΡΑΦΗΚΔ΢ ΠΑΡΑ΢ΣΑ΢ΔΗ΢ C  KAI C
' 
ΣΧΝ΢ΤΝΑΡΣΖ΢ΔΧΝ  f  KAI f

-1 

ΔΗΝΑΗ ΢ΤΜΜΔΣΡΗΚΔ΢ Χ΢ ΠΡΟ΢ ΣΖΝ ΔΤΘΔΗΑ y=x  ΠΟΤ ΓΗΥΟΣΟΜΔΗ ΣΗ΢ 

ΓΧΝΗΔ΢ xOy ΚΑΗ x
'
Oy

'
.  

1. Tα θνηλά ζεκεία 1 , Cf f
C   έρνπλ ηεηκεκέλεο ηηο ιύζεηο ηεο εμίζσζεο 

   1f x f x . 

2. Αλ ε f είλαη γνηζίωρ αύξοςζα ηόηε ηα θνηλά ζεκεία 1 , Cf f
C  πξνθύπηνπλ από ηε 

ιύζε ηεο εμίζσζεο :    1 1( ) ( )f x x f x x f x f x        

3. Αλ ε f είλαη δεν γνηζίωρ αύξοςζα ηόηε ηα θνηλά ζεκεία 1 , Cf f
C  πξνθύπηνπλ από 

ηε ιύζε ηεο εμίζσζεο : 
     

1

1 1

( ) ( ) (y)y f x y f x x f

y f x x f y y f x
 

     
   

    
  

4. Πξνθαλώο όια ηα θνηλά ζεκεία ηεο fC θαη  1f
C   δελ βξίζθνληαη πάλσ ζηελ επζεία 

y=x π.ρ.  
1

f x
x

   
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5. Αλ ε 
fC   δηέξρεηαη από ην ζεκείν Μ(α,β) ηόηε ε 1f

C   δηέξρεηαη από ην ζεκείν 

Ν(β,α). 

6. Αλ ην ζεκείν Μ είλαη θνηλό ησλ
fC θαη y=x  ηόηε M 1f

C    

7. Αλ ε 1f
C    δηέξρεηαη από ην ζεκείν Μ(α,α)   ηόηε ε 

fC  δηέξρεηαη από ην ζεκείν 

Μ(α,α). 

 

ΠΑΡΑΣΖΡΖ΢ΔΗ΢ 

 

1. Αλ ε f  είλαη αληηζηξέςηκε   1f   αληηζηξέςηκε θαη κάιηζηα     
1

1f x f x


    

2. Αλ ε f είλαη γλεζίσο κνλόηνλε    ε f  είλαη αληηζηξέςηκε 
3. Αλ ε f ΓΔΝ είλαη αληηζηξέςηκε   ΓΔΝ είλαη γλεζίσο κνλόηνλε. 
4. Aλ ε f ΓΔΝ είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ηόηε κπνξεί λα αληηζηξέθεηαη..πρ 

 
   , 1 0

3, 2 1

x x
f x

x x

  
 

    
 

5. Αν η f είναι γνηζίωρ μονόηονη ζηο διάζηημα Γ ηόηε η 1f   είναι γνηζίωρ μονόηονη 

ζηο f(Γ) με ηο ίδιο είδορ μονοηονίαρ .  

6. Αλ ε f δελ είλαη αληηζηξέςηκε ηόηε ππάξρνπλ ,a    ηέηνηα ώζηε :  θαη

   f f   . 

7. Μηα ζπαζηή ζπλάξηεζε αληηζηξέθεηαη όηαλ 

 θιάδνο είλαη 1-1

 ζύλνια ηηκώλ είλαη μέλα κεηαμύ ηνπο

ά 











  

8. Αλ έλαο από ηνπο ηύπνπο ηεο ζπλάξηεζεο πνιιαπινύ ηύπνπ εθθξάδεη ζηαζεξή ή 

πεξηνδηθή ή άξηηα ζπλάξηεζε  ηόηε δελ ππάξρεη αληίζηξνθε . 

9. 1f f   δελ ζεκαίλεη κόλν όηη    1f x f x  αιιά έρνπλ ίζα θαη ηα πεδία νξηζκνύ 

ηνπο θαη ππάξρεη θαη ε αληίζηξνθε. 

10. Αλ  
x

f x
x

 

 





 ηόηε ππάξρεη ε αληίζηξνθε όηαλ αδ-βγ 0  θαη 1f f   όηαλ α+δ=0. 

11. Όηαλ ην πεδίν νξηζκνύ θαη ην ζύλνιν ηηκώλ είλαη ην   ηόηε ηζρύνπλ: 

  

  

1

1

f f x x

f f x x





 




.΢ε θάζε άιιε πεξίπησζε ππέπει λα ειέγρεηαη αλ νη ζπλζέζεηο 

έρνπλ λόεκα. 

12. Γεληθά ζέησ ζε κηα ζρέζε όπνπ x ην  1f x
γηα λα πξνθύςεη ε   1f f x x   . 

13. ΢ηε ιύζε εμηζώζεσλ/αληζώζεσλ κε όξν ηεο κνξθήο   1f g x
 πρέπεη 

   1f
g x A f A   , όπνπ :f A  

14. Έζησ νη ζπλαξηήζεηο :  , g : Bf A    . 

 Αλ 
  

 

 , x

:1 1 ,

g f x x A

g

g B A

  



 

    
   1

( )

 ,x

f A B

f x g x B




 
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AΡΣΗΑ  ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ 

A.   ΟΡΗ΢ΜΟ΢ 

1. Μηα ζπλάξηεζε f κε πεδίνπ νξηζκνύ ην A oλνκάδεηαη άξηηα όηαλ γηα θάζε xA 

ηζρύεη: -xA θαη    f x f x    

ΠΑΡΑΣΖΡΖ΢ΔΗ΢ 

 
1. Έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ηνλ y'y Aλ ζεκείν Α=(α,β)Cf  ηόηε (-α,β) Cf   

2. Mία άξηηα ζπλάξηεζε ΓΔΝ ΔΙΝΑΙ γλεζίσο κνλόηνλε. 

3. Μηα γλεζηώο κνλόηνλε ΓΔΝ ΔΙΝΑΙ άξηηα ζπλάξηεζε. 

4. Mία άξηηα ζπλάξηεζε ΓΔΝ ΔΙΝΑΙ 1-1. 

5. Mία άξηηα ζπλάξηεζε ΓΔΝ ΔΙΝΑΙ αληηζηξέςηκε. 

6. Μία άξηηα ζπλάξηεζε δηαηεξεί ηα αθξόηαηά ηεο. 

7. ΢ε ζπκκεηξηθά σο πξνο ην Ο δηαζηήκαηα ε f έρεη αληίζεην είδνο κνλνηνλίαο . 

8. Αλ κηα κε ζηαζεξή ζπλάξηεζε είλαη άξηηα ηόηε ζε ζπκκεηξηθά δηαζηήκαηα σο πξνο ην 

κεδέλ, ζα έρεη αληίζεην είδνο κνλνηνλίαο, δειαδή αλ ζην [α,β]είλαη γλεζίσο θζίλνπζα, ζην 

[-β,-α]είλαη γλεζίσο αύμνπζα. Π.ρ. f(x)=ζπλx 

 

ΠΔΡΗΣΣΖ  ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ 

Β.   ΟΡΗ΢ΜΟ΢ 

 

1. Μηα ζπλάξηεζε f κε πεδίνπ νξηζκνύ ην A oλνκάδεηαη πεξηηηή όηαλ γηα θάζε xA 

ηζρύεη: -xA θαη    f x f x     

 

ΠΑΡΑΣΖΡΖ΢ΔΗ΢ 

 
1. Έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο ην Ο(0,0) Aλ ζεκείν Α=(α,β)Cf  ηόηε (-α,-β) Cf   

2. Αλ ε f είλαη πεξηηηή θαη 0Af ηόηε f(0)=0 

3. ΢ε ζπκκεηξηθά σο πξνο ην Ο δηαζηήκαηα έρεη αληίζεηνπ είδνπο αθξνηάηνπ. 

4. ΢ε ζπκκεηξηθά σο πξνο ην Ο δηαζηήκαηα ε f δηαηεξεί ηε κνλνηνλία ηεο . f(x)=εθx. 

5. Αλ δελ ηζρύεη f(0)=0 ηόηε ε f δελ είλαη πεξηηηή ζην[-α,α]. 

 Αλ ην πεδίν νξηζκνύ κηαο ζπλάξηεζεο είλαη ζπκκεηξηθό σο πξνο ην Ο ηόηε είλαη 

ή άξηηα ή πεξηηηή. 

 Αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη πεξηηηή θαη έρεη ξίδα ην x ηόηε ζα έρεη θαη ην -x. 

 Κάζε ζπλάξηεζε  ζην   είλαη άζξνηζκα κίαο άξηηαο θαη κίαο πεξηηηήο ζπλάξηεζεο. 
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ΠΔΡΙΟΓΙΚΗ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η 

 

Γ.   ΟΡΗ΢ΜΟ΢ 

 

1. Μηα ζπλάξηεζε f κε πεδίνπ νξηζκνύ ην A oλνκάδεηαη πεξηόδηθε όηαλ ππάξρεη 0T   

κε    ( )  θαη  ( )f x T f x f x T f x      γηα θάζε xA . 

 

ΠΑΡΑΣΖΡΖ΢ΔΗ΢ 

 

1. Οη βαζηθέο πεξίνδνη ησλ ζπλαξηήζεσλ εκx,ζπλx,εθx,ζθx είλαη: 2π,2π,π,π. 
2. Αλ Σ1,Σ2  νη πεξίνδνη ησλ f θαη g αληίζηνηρα ηόηε ην ΔΚΠ ησλ  Σ1,Σ2  είλαη ε 

πεξίνδνο ησλ , ,f g f g f g     

3. Bαζηθέο ηξηγσλνκεηξηθέο εμηζώζεηο :  

 
 

2
 k

2

x k
x

x k

 
 

  

 
  

  
   

 
2

 k
2

x k
x

x k

 
 

 

 
  

 
  

 ,kx x k          

 ,kx x k           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θ 30 45 60 

Ηκζ 
1

2
 

2

2
 

3

2
 

΢σλζ 
3

2
 

2

2
 

1

2
 

Δθζ 
3

3
 1 3  

΢θζ 3  1 
3

3
 

Θ 0 90 180 270 360 

Ηκζ 0 1 0 -1 0 

΢σλζ 1 0 -1 0 1 

Δθζ 0 - 0 - 0 

΢θζ - 0 - 0 - 
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 ΢ΤΝΘΔ΢Η ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢ & ΜΟΝΟΣΟΝΙΑ 

 

1. Θεσξνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο f θαη g νξηζκέλεο ζην Α θαη έζησ όηη νξίδεηαη ε g◦f . 

Αλ νη f θαη g έρνπλ ην ίδην είδνο κνλνηνλίαο ,ηόηε ε g◦f είλαη γλεζίσο αύμνπζα . 

Αλ νη f θαη g έρνπλ δηαθνξεηηθό είδνο κνλνηνλίαο ,ηόηε ε g◦f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα  

2. Αλ    g x h x  θαη f γλ.αύμνπζα   ηόηε:      f g x f h x   

3. Αλ    g x h x  θαη f γλ.θζίλνπζα  ηόηε:      f g x f h x  

 ΢ΤΝΘΔ΢Η ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢ &   1-1 

 

1. Aλ νη ζπλαξηήζεηο f θαη g θαη h είλαη ζπλζέζηκεο θαη επί πιένλ ηζρύεη : 

i.Aλ f,g 1-1     ηόηε fog είλαη 1-1 

ii.Αλ fog είλαη 1-1    ηόηε g είλαη 1-1  

iii.Αλ fog είλαη 1-1    ηόηε f όρη ππνρξεσηηθά 1-1 

iv.Αλ fog=foh θαη f 1-1    ηόηε g=h. 

v.Aλ (fog)(x)=x     ηόηε g 1-1 

vi.Aλ (fof)(x)=xf(x) θαη f(x)≠0   ηόηε f 1-1 

  

 ΢ΤΝΘΔ΢Η ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢ & ΑΡΣΙΑ/ΠΔΡΙΣΣΗ 

 

1. Έζησ νη ζπλαξηήζεηο f: Α→ Β θαη g: Β→ Γ . Ιζρύνπλ νη πξνηάζεηο . 

i.Αλ ε f είλαη άξηηα ,    ηόηε ε g◦f είλαη άξηηα . 

ii.Αλ ε f είλαη πεξηηηή θαη ε g άξηηα ,   ηόηε ε g◦f είλαη άξηηα . 

iii. Αλ ε f είλαη πεξηηηή θαη ε g πεξηηηή ,               ηόηε ε g◦f είλαη πεξηηηή . 

iv.Αλ ε f είλαη πεξηηηή θαη g◦f είλαη πεξηηηή ,  ηόηε ε g είλαη πεξηηηή. 

 

 1-1  &  ΜΟΝΟΣΟΝΙΑ 

 
1. Αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ηόηε είλαη θαη 1-1. 

2. Αλ κηα ζπλάξηεζε δελ είλαη 1-1 ηόηε δελ είλαη γλεζίσο κνλόηνλε. 

 

 1-1 & ΑΡΣΙΑ / ΠΔΡΙΣΣΗ  

 

1. Αλ ε f είλαη άξηηα θαη ε g πεξηηηή , ηόηε ε f δελ είλαη 1-1, ελώ ε g είλαη 1-1 . 

2. Αλ κηα ζπλάξηεζε  είλαη άξηηα ηόηε δελ είλαη 1-1 θαη αληηζεηναληίζηξνθα.  

 

 ΑΡΣΙΑ / ΠΔΡΙΣΣΗ  

 

1. Σν γηλόκελν/πειίθν άξηησλ/πεξηηηώλ ζπλαξηήζεσλ    άξηηα  ζπλάξηεζε. 

2. Σν γηλόκελν/πειίθν άξηηαο θαη πεξηηηήο      πεξηηηή  ζπλάξηεζε. 

3. Σν άζξνηζκα άξηησλ(πεξηηηώλ) ζπλαξηήζεσλ   άξηηα (πεξηηηή)  

          ζπλάξηεζε. 
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 ΑΝΣΙ΢ΣΡΟΦΗ & ΜΟΝΟΣΟΝΙΑ 

 

1. Αλ ε f είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην δηάζηεκα Γ ηόηε ε 1f   είλαη γλεζίσο 

κνλόηνλε ζην f(Γ) κε ην ίδην είδνο κνλνηνλίαο. 

2. Αλ ε f είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ηόηε είλαη θαη αληηζηξέςηκε. 

3. Αλ ε f δελ είλαη αληηζηξέςηκε ηόηε δελ είλαη γλεζίσο κνλόηνλε. 

4. Αλ ε f δελ είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ηόηε κπνξεί λα αληηζηξέθεηαη. 

 

 ΑΝΣΙ΢ΣΡΟΦΗ & ΢ΤΝΘΔ΢Η ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢ & 1-1 

 

 

1. Αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη 1-1 ηόηε είλαη θαη αληηζηξέςηκε θαη αληίζηξνθα. 

2. Έζησ :f    θαη αληηζηξέςηκε.Σόηε ηζρύνπλ: 1f of x   θαη 1fof x    

 

3. Θεσξνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο f: Α→ Β θαη g: Β→ Γ , νη νπνίεο είλαη 1-1. Σόηε θαη ε 

ζπλάξηεζε g◦f είλαη 1-1 θαη επί πιένλ ηζρύεη:  
1 1 1gof f og
    . 

4. Aλ f,g αληηζηξέςηκεο κε , :f g    θαη ηζρύεη       ,fog x gof x x 
 
 

ηόηε ηζρύνπλ ηα παξαθάησ: 

     

     

     

1 1

1 1

1 1 1 1

g of x f og x

gof x f og x

g of x f og x

 

 

   

 








 
 

5. Αλ f , g αληηζηξέςηκεο ηόηε :   
1 1 1 αληηζηξέςηκε θαη fog fog g of
     

 

5. Έζησ νη ζπλαξηήζεηο :  , g : Bf A    . 

Αλ 

  

 

 , x

:1 1 ,

g f x x A

g

g B A

  



 

    
   1

( )

 ,x

f A B

f x g x B




 
  

 

 ΑΝΣΙ΢ΣΡΟΦΗ  & ΑΡΣΙΑ / ΠΔΡΙΣΣΗ  

 

1. Αλ έλαο από ηνπο ηύπνπο ηεο ζπλάξηεζεο πνιιαπινύ ηύπνπ εθθξάδεη ζηαζεξή ή 

πεξηνδηθή ή άξηηα ζπλάξηεζε  ηόηε δελ ππάξρεη αληίζηξνθε 

 

ΔΤΡΔ΢Ζ ΡΗΕΑ΢ 

Α.   ΜΔ ΣΖ ΒΟΖΘΔΗΑ ΜΟΝΟΣΟΝΗΑ΢ 

 

1. Αλ ε f είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην Γ ηόηε  ε εμίζσζε f(x)=0 έρεη ηο ποιύ κία ρίδα 

ζην Γ.  ηέκλεη ηνλ x'x ην πνύ ζε έλα ζεκείν. 
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2. Αλ ε f είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην Γ ηόηε  ε εμίζσζε f(x)=ε έρεη ηο ποιύ κία ρίδα 

ζην Γ.  ηέκλεη ηελ επζεία y=ε ην πνιύ ζε έλα ζεκείν. 

3. Αλ ε f είλαη γλεζίσο κνλόηνλε θαη  0 f   ηόηε  ε εμίζσζε f(x)=0 έτεη αθρηβώς 

κία ρίδα ζην Γ  f(x)=0 κία ιύζε ζην Γ . 

4. Αλ f  θαη g έρνπλ δηαθνξεηηθό είδνο κνλνηνλίαο ζην δηάζηεκα Γ ηόηε ε εμίζσζε 

   f x g x  έρεη έτεη ηο ποιύ κία ρίδα ζην Γ.  έρνπλ ην πνιύ έλα θνηλό ζεκείν. 

 

Β.     ΜΔ ΣΖ ΒΟΖΘΔΗΑ TH΢ 1-1 

 

1. Από ηνλ νξηζκό πξνθύπηεη όηη: γηα λα είλαη κία ζπλάξηεζε "1-1"  ζα πξέπεη 

δηαθνξεηηθά ζηνηρεία από ην πεδίν νξηζκνύ λα έρνπλ δηαθνξεηηθέο εηθόλεο 

            όηη κηα ζπλάξηεζε f είλαη "1-1"  , αλ θαη κόλν αλ γηα θάζε ζηνηρείν y ηνπ          

            ζπλόινπ ηηκώλ ε εμίζσζε y = f(x) έρεη αθρηβώς κηα ιύζε σο πξνο x. 

2. Αλ  y f A  θαη ε f είλαη 1-1 ηόηε ε εμίζσζε y=f(x) έτεη κολαδηθή ιύζε . 

3. Αλ ε εμίζσζε y=f(x) έρεη ην πνιύ κία ιύζε σο πξνο x ζην Α , ηόηε είλαη "1-1". 

Αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη "1-1" ηόηε θάζε εμίζσζε ηεο κνξθήο f(x)=α έτεη ηο ποιύ 

κία ρίδα. 

 

Γ.     ΜΔ ΣΖ ΒΟΖΘΔΗΑ TH΢ ΑΝΣΗ΢ΣΡΟΦΖ΢ 

 

1. Aλ    1 0 0f a f a      

 

Γ.     ΜΔ ΣΖ ΒΟΖΘΔΗΑ TH΢ ΑΡΣΗΑ΢ / ΠΔΡΗΣΣΖ΢ 

1. Αλ ε f είλαη πεξηηηή θαη 0Af ηόηε f(0)=0. 

2. Αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη άξηηα/πεξηηηή θαη έρεη ξίδα ην x ηόηε ζα έρεη θαη ην -x. 

 

E. ME OΠΛΟ ΣΗ ΜΟΝΟΣΟΝΙΑ 

 Λύλνπκε πεξίπινθεο  εμηζώζεηο. 

 Λύλνπκε αληζώζεηο. 

 Βξίζθνπκε ην πξόζεκν κηαο ζπλάξηεζεο. 

 Δμαζθαιίδνπκε όηη κηα ζπλάξηεζε είλαη έλα πξνο έλα θαη αληηζηξέςηκε. 

 Βξίζθνπκε πιήζνο ξηδώλ. 

 Βξίζθνπκε πην εύθνια ηα θνηλά ζεκεία κηαο ζπλάξηεζεο θαη ηεο αληίζηξνθήο 

ηεο. 

Καη είκαζηε αθόκα ζηελ αξρή............... 

Όηαλ κηα ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ηόηε όια είλαη πην εύθνια γηα καο............. 


