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OΡΙΟ   ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢-ΟΡΙ΢ΜΟΙ 

 

1. Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη νξηζκέλε ζε έλα ζύλνιν ηεο κνξθήο    , ,o oa x x  ,ηόηε 

ηζρύεη ε ηζνδπλακία : lim ( ) lim ( ) lim ( )
o o o

x x x x x x
f x f x f x

   
       

 Αλ x<xo ηόηε έρνπκε ην απιζηεπό όπιο  lim
ox x
f x


 

 Αλ x>xo ηόηε έρνπκε ην δεξιό όπιο        lim
ox x
f x


 

 Aλ ε νξίδεηαη ζε δηάζηεκα  ,ox   ηόηε :    lim lim
o o

x x x x
f x f x

 
   

  Aλ ε νξίδεηαη ζε δηάζηεκα  , ox  ηόηε :    lim lim
o o

x x x x
f x f x

 
  

2. Έζηω κηα ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζε έλα ζύλνιν ηεο κνξθήο    , ,o oa x x  .Θα ιέκε 

όηη ε f έρεη ζην ox  όξην    , όηαλ γηα θάζε ε>0 ππάξρεη δ>0 ηέηνηνο ώζηε γηα θάζε 

   , ,o ox a x x   ,κε 0 ox x     , λα ηζρύεη : ( )f x   . 

3. Όηαλ ox x  ζεωξνύκε ox x  . Μπνξνύκε επίζεο λα πάξνπκε x ηα νπνία είλαη πνιύ 

θνληά ζην ox  ,δειαδή λα ζεωξήζνπκε όηη    , ,o o ox x x x x      γηα 

νπνηνδήπνηε πνιύ κηθξό δ>0. 

 

  Aν ςπάπσει ηο όπιο αςηό είναι και μοναδικό. 

 Σο ox  μποπεί να ανήκει ζηο πεδίο οπιζμού ηηρ ζςνάπηηζηρ μποπεί και όσι. 

 Aποδεικνύεηαι όηι ηο 
ox x
f x


lim ( )  είναι ανεξάπηηηο ηων άκπων α,β ηων 

διαζηημάηων ζηα οποία η f είναι οπιζμένη. 

 Για να έσει νόημα η αναζήηηζη ηος
ox x
f x


lim ( ) , απκεί ηο ox  να είναι άκπο ή 

ζημείο ενόρ διαζηήμαηορ ηος πεδίο οπιζμού ηηρ f. 

 H έννοιερ ηο όπιο οπίζεηαι και ηο όπιο ςπάπσει είναι διαθοπεηικέρ. 

 

ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢ΔΙ΢ 

 

1.  lim ( ) lim ( ) 0
o ox x x x
f x f x

 
      

2.  lim ( ) lim
o ox x x x
f x f x

 
      

3. lim ( ) lim ( ) 0
o ox x x x
f x f x

 
      

4. 
0

lim ( ) lim ( h)
o

o

x x h

o
x x h

f x f x
 

 
   

5. 
1

lim ( ) lim ( h), x 0
o

o

x x h

o o
x x h

f x f x


 
 
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ΟΡΙΟ ΚΑΙ ΓΙΑΣΑΞΗ 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 : Αλ lim (x) 0
ox x
f


            0f x       θνληά ζην ox   

ΘΕΩΡΗΜΑ 2 : Αλ lim (x) 0
ox x
f


            0f x       θνληά ζην 

ox   

 Αλ f(x)=0 δελ κπνξνύκε λα γλωξίδνπκε ην πξόζεκν ηεο ζπλάξηεζεο. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 3 : Αλ oη ζπλαξηήζεηο f,g έρνπλ όξην ζην ox θαη ηζρύεη    f x g x   

θνληά ζην ox     lim (x) lim
o ox x x x
f g x

 
          

ΠΡΟ΢ΟΥΗ:   Αλ ππάξρνπλ ηα όξηα  lim (x) ,  lim
o ox x x x
f g x

 
 θαη είλαη : 

   0f x         θνληά ζην ox     lim (x) 0
ox x
f


  

   0f x         θνληά ζην ox     lim (x) 0
ox x
f


  

    f x g x  θνληά ζην ox      lim (x) lim
o ox x x x
f g x

 
  

    f x g x δελ ηζρύεη  lim (x) lim
o ox x x x
f g x

 
  

  lim (x) lim
o ox x x x
f g x

 
                   f x g x   θνληά ζην ox  

  lim (x) lim
o ox x x x
f g x

 
                   f x g x   θνληά ζην ox  

 

 Αλ έλα από ηα όξηα δελ ππάξρνπλ δελ κπνξνύκε λα κηιάκε γηα δηάηαμε. 

 Τν όξην δελ δηαηεξεί ηε γλήζηα δηάηαμε. 

    

ΚΡΙΣΗΡΙΟ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ΢ 

 

Έζηω νη ζπλαξηήζεηο f,g,h.Aλ 

   
 

( ) ( ) ( )

lim

lim lim
o

o o

x x

x x x x

h x f x g x

f x

h x g x




 

 


 
   



 

   

 Τν θξηηήξην ηζρύεη θαη γηα   ( ) ( )h x f x g x    

 Αλ    lim lim
o ox x x x
h x g x

 
  δελ βγαίλεη θάπνην ζπκπέξαζκα . 

ΒΑ΢ΙΚΗ ΣΡΙΓΩΝΟΜΕΣΡΙΚΗ  ΣΑΤΣΟΣΗΣΑ 

Γηα θάζε x  ηζρύεη : x x   .H ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα x=0. 

 

ΦΡΑΓΜΕΝΗ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η :  Έζηω κηα ζπλάξηεζε :f A  .Λέκε όηη είλαη 

θξαγκέλε όηαλ:  

i.  m f x M   γηα θάζε x A  θαη ,m M   . 

ii.  f x      γηα θάζε x A  θαη 0    πρ     1, 1g x g x    
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ΟΡΙΟ ΚΑΙ ΠΡΑΞΔΙ΢ 

 

Αν υπάρχουν ζην   ηα όξηα ηωλ ζπλαξηήζεωλ f θαη g ζην ox  ηόηε :  

1.       lim (x)+ lim lim
o o ox x x x x x
f g x f x g x

  
  . 

2.    lim (x) lim
o ox x x x
f f x 

 
   ,γηα θάζε ζηαζεξά    . 

3.       lim (x) lim lim
o o ox x x x x x
f g x f x g x

  
   . 

4. 
 

 

 

lim
(x)

lim
lim

o

o

o

x x

x x

x x

f x
f

g x g x







   ,εθόζνλ  lim 0
ox x
g x


 . 

5.  lim (x) lim
o ox x x x
f f x

 
  

6.    lim lim
o ox x x x
f x f x 

 
    ,εθόζνλ   0f x   θνληά ζην ox  

7.   lim (x) lim
o ox x x x
f f x




 
   , *    

 

 Οη ηδηόηεηεο 1. θαη 3. ηζρύνπλ θαη γηα πεξηζζόηεξεο από δύν ζπλαξηήζεηο. 

 Τα αληίζηξνθα δελ ηζρύνπλ πάληα . π.ρ.    
1, 0   1, 0

 θαη  g  
1, 0 1, 0

x x
f x x

x x

   
  

   
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ΒΑ΢ΙΚΑ ΟΡΙΑ 

 
1.  lim

ox x
c c


   

2.   lim
o

o
x x

x x


  

3. lim
o

o
x x

x x 




 
 

4.    lim
o

o
x x

P x P x


  

5. 
   

lim     ,   ( ) 0
( ) ( )o

o

o
x x

o

P x P x
Q x

Q x Q x
   

6.   lim
o

o
x x

x x 


  

7.   lim
o

o
x x

x x 


  

8.   lim
o

o
x x

x x 


  

9. 
0

lim 1
x

x

x




  

10. 
0

lim 1
x

x

x
  

11. 
 0
lim 1
x

x

x






 
 

 

12. 
0

1
lim 0
x

x

x






  

13. 
0

1
lim 0
x
x

x



  

14. *

0

1
lim 0,
x
x

x

 


   

15. *

0
lim 0,
x
x

x

 
 


   

16. 
0

lim
x

ax
a

x




  

17. 
0

lim
x

ax
a

x




  

18.  
1

x

x 0
lim 1 x e


 
 
 

19. 
x

x 0

e 1
lim 1

x




 
 

20. 
x 1

ln x
lim 1

x 1



 

21.   lim (x) 0
ox x
f g x


  , όπνπ 

 lim 0
ox x
f x


 θαη g θξαγκέλε. 

22.     lim lim
o ox x u u
f g x f u

 
  . 

Θέηω ( )u g x  θαη βξίζθω 

(αλ ππάξρνπλ) 

 

 

lim

lim

o

o

o
x x

u u

u g x

f u





 






 .Αλ 

  og x x  ηόηε ην δεηνύκελν όξην είλαη 

ίζν κε   . 
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ΠΡΟ΢ΟΥΗ     Ι΢ΥΤΟΤΝ 

 

  lim (x) 0 lim 0
o ox x x x
f f x

 
    

 lim (x) 0 lim (x) 0
o ox x x x
f f

 
     , *   

 2lim (x) 0 lim (x) 0
o ox x x x
f f

 
    

 Αλ  lim
ox x
f x


   θαη   0f x  ηόηε

1 1
lim

( )ox x f x



 

 Aλ   lim 0
ox x
g x


  θαη    f x g x  γηα θάζε ( , )x a   ηόηε ηζρύεη :  lim 0

ox x
f x


  

 Αλ    f x g x  θνληά ζην xo      lim lim
o ox x x x
f x g x

 
 Δελ ηζρύεη ην αληίζηξνθν . 

 

ΠΡΟ΢ΟΥΗ ΓΔΝ Ι΢ΥΤΟΤΝ 

 

 Αλ 2lim (x)
ox x
f


  ,ηόηε ππάξρεη ην  lim

ox x
f x


 θαη είλαη  lim

ox x
f x


=    

 Αλ lim (x)
ox x
f


   ηόηε ππάξρεη ην  lim

ox x
f x


 θαη είλαη  lim

ox x
f x


=   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


