
 

   

 

  

ΠΡΟΛΟΓΟ΢ 

Σν βηβιίν απηό απεπζύλεηαη ζηνπο καζεηέο ηνπ θξνληηζηεξίνπ “Η ΢πνπδή” πνπ θνηηνύλ ζηελ Γ’ Λπθείνπ. 

΢ηόρνο ηνπ βηβιίνπ είλαη λα απνηειέζεη έλα ρξήζηκν εξγαιείν πνπ καδί κε ην ΢ρνιηθό Βηβιίν, ζα βνεζήζεη 

ηνλ ππνςήθην καζεηή λα κειεηήζεη θαη λα πξνεηνηκαζηεί θαηάιιεια ζην κάζεκα “Μαζεκαηηθά θαη 

΢ηνηρεία ΢ηαηηζηηθήο”. 

 

Σν βηβιίν πεξηέρεη: 

 

∙ ΢πλνπηηθή ζεσξία. 

 

∙ ΢ρόιηα ζηελ ζεσξία γηα κεγαιύηεξε εκβάζπλζε ζηηο έλλνηεο ηνπ καζήκαηνο. 

 

∙ Άιπηεο αζθήζεηο. 

 

∙ Θέκαηα Δμεηάζεσλ. 

 

∙ Απαληήζεηο ησλ αζθήζεσλ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σν βηβιίν απηό αθηεξώλεηαη ζε όινπο εθείλνπο πνπ κνρζνύλ, θπλεγώληαο ηα όλεηξά ηνπο … 
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1
Ο

 ΑΝΣΗΚΔΗΜΔΝΟ: ΠΔΓΗΟ ΟΡΗ΢ΜΟΤ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ΢ 

 

Α. ΘΔΩΡΗΑ: 
 

Πεδίν Οξηζκνύ Α κηαο ζπλάξηεζεο είλαη ην ζύλνιν ησλ ηηκώλ ηνπ x  γηα ηηο νπνίεο ε ηηκή  f x  ηεο 

ζπλάξηεζεο έρεη έλλνηα πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ. 

 

 

Γειαδή:  

 

Δπνκέλσο νη πεξηνξηζκνί γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ζπλάξηεζεο εμαξηώληαη από ηνλ ηύπν 

ηεο. Αλ ν ηύπνο πεξηέρεη:             

α. θιάζκαηα, ηόηε νη παξνλνκαζηέο ηνπ πξέπεη λα είλαη δηάθνξνη από ην κεδέλ. 

β. ξίδεο, ηόηε ηα ππόξηδα πξέπεη λα είλαη κεγαιύηεξα ή ίζα από ην κεδέλ. 

γ. ινγαξίζκνπο, ηόηε νη ινγαξηζκηδόκελεο πνζόηεηεο πξέπεη λα είλαη ζεηηθέο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Β. Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢: 

 
 

Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ζε θαζεκία από ηηο παξαθάησ ζπλαξηήζεηο: 

 

1.   α.  
2

x
f x

x



               β.   2

1

3 6

x
f x

x x





          γ.   2

2

4 1

x
f x

x



         

      δ.   22 6 4

x
f x

x x




 
   ε.   2

1

6 9

x
f x

x x




 
      δ.   22 3 2

xe
f x

x x


 
      

 

  /fA x R f x R    

                                     ΢ΥΟΛΗΑ: 

1. Πεδία νξηζκνύ κεξηθώλ βαζηθώλ ζπλαξηήζεσλ: 

α. Πνιπσλπκηθήο  P x  ην R . 

β. Λνγαξηζκηθήο  ln x  ην *R
. 

γ. Δθζεηηθήο ,x xa e  ην R . 

δ. εκx , ζπλx ην R . 

ε. εθx ην ,
2

R


 
 

   
 

. 

δ. ζθx ην  ,R    . 

 

2. Σν πεδίν νξηζκνύ ην βξίζθνπκε πάληα ζηελ αξρή θάζε άζθεζεο 

     θαη ρωξίο λα απινπνηήζνπκε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο. 
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      ε.  
2x

x
f x

e



              ζ.  

1

9 3 90x x

x
f x




 
     η.  

2

1

x

x

e
f x

e



    

       

      θ.  
2

1

x

x

e
f x

e



               ι.   3 3

1

8 1

x
f x

x x
 

 
 

 

2.   α.   2 3f x x          β.   21 2f x x x       γ.   3xf x e         

      δ.   2 4xf x e        ε.   11 xf x e              δ.   2 2 8f x x x       

 

3.   α.    2ln 3f x x x      β.    ln 1f x x              γ.   2lnf x x             

      δ.    ln 1xf x e          ε.    ln 2 4xf x e          δ.  
1

ln
f x

x
                

      ε.   2ln ln

x
f x

x x



  

 

4.   α.  
1

ln
1

x
f x

x





        β.   ln( )

1

x
f x

x



        γ.    ln 3 1 2f x x     

      δ.  
3

4

x
f x

x





         ε.  

 ln 2 1

2 2x

x
f x





    δ.     ln 1 ln 1f x x    

 

5.   Να βξεζνύλ νη αξηζκεηηθέο ηηκέο πνπ δεηνύληαη γηα θαζέλα από ηα    

      πξνεγνύκελα παξαδείγκαηα ησλ αζθήζεσλ 1 σο 4: 

 

      α. 1β.    0 , 1f f         β. 1ε.      0 , ln 2 , ln3f f f     γ. 2α.    1 , 1f f   

      δ. 2ε.    0 , 1f f          ε. 3δ.        0 , 1 ,f f f e      
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2
Ο

 ΑΝΣΗΚΔΗΜΔΝΟ: ΠΡΑΞΔΗ΢ ΜΔ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢ΔΗ΢ 

 

Α. ΘΔΩΡΗΑ: 

Έζησ ζπλαξηήζεηο  f x  θαη  g x  κε πεδία νξηζκνύ 
fA  θαη 

gA  αληίζηνηρα. 

Γηα ηηο πξάμεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ  f x  θαη  g x  έρνπκε:  

 

Πξάμε Πεδίν Οξηζκνύ Σύπνο 

S f g   
f gA A A        S x f x g x   

D f g   
f gA A A        D x f x g x   

P f g   
f gA A A        P x f x g x   

f
R

g
  

  / 0B A x A g x     
 

 

 

f x
R x

g x
  

 

 

 

Β. Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢: 

 
 

1.   Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f  θαη g . Να γίλνπλ νη πξάμεηο πνπ ζεκεηώλνληαη. 

      α.  
2

2

2 1

1

x x
f x

x

 



 ,  

1

1

x
g x

x




 
  ,  ,f g f g   

      β.  
6

1
6

f x x
x

  


 ,  
3

2
6

g x x
x

  


  ,  ,
f

f g
g

  

      γ.   2 2

2 2

3 2 4

x
f x

x x x


 

  
 ,   3 2

3

4 4
g x

x x x


  
  ,  , 2f g f g   

 

2.   Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο   2lnf x x  θαη  
1

1x
g x

e



.  

      Να βξεζνύλ ηα πεδία νξηζκνύ θαη νη ηύπνη ησλ ζπλαξηήζεσλ: S f g  θαη 
f

R
g

 . ΢ηε ζπλέρεηα λα  

      βξεζνύλ νη αξηζκεηηθέο ηηκέο  3S ,  0S ,  1R ,  R e . 

 

3.   Αλ γηα ηηο ζπλαξηήζεηο f  θαη g  ηζρύεη όηη    2 2 2 1f g  , λα βξείηε    

       γηα 2x   ηηο ηηκέο ησλ ζπλαξηήζεσλ: f g , f g , f g , 
g

f
, 

f

g
. 
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3
Ο

 ΑΝΣΗΚΔΗΜΔΝΟ: ΓΡΑΦΗΚΖ ΠΑΡΑ΢ΣΑ΢Ζ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ΢ 
 

Α. ΘΔΩΡΗΑ: 
 

1.   α. Η γξαθηθή παξάζηαζε 
fC  ηεο ζπλάξηεζεο f  δηέξρεηαη από ην ζεκείν Μ( ,x y ). 

      β. Η γξαθηθή παξάζηαζε 
fC  ηεο ζπλάξηεζεο f  πεξλάεη  από ην ζεκείν Μ( ,x y ).                                                                    

      γ. Σν ζεκείν Μ( ,x y ) είλαη ζεκείν ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο 
fC  ηεο ζπλάξηεζεο f . 

            

2.   α. Η 
fC  ηεο ζπλάξηεζεο f  είλαη πάλσ από ηνλ άμνλα x΄x    0f x  .  

      β. Η 
fC  ηεο ζπλάξηεζεο f  είλαη θάησ από ηνλ άμνλα x΄x    0f x  . 

      γ. Η 
fC  ηεο ζπλάξηεζεο f  είλαη πάλσ (ή θάησ) από ηελ 

gC  ηεο ζπλάξηεζεο    g f x g x    

          (ή    f x g x ). 

 

3.   α. Η 
fC  ηεο ζπλάξηεζεο f  ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄x  ιύλσ ηελ εμίζσζε   0f x  . 

      β. Η 
fC  ηεο ζπλάξηεζεο f  ηέκλεη ηνλ άμνλα y΄y  ζέησ όπνπ 0x  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Β. Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢: 
 

1.   Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε    2 lnf x x x  . 

      α. Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο. 

      β. Να βξεζνύλ ηα ζεκεία ηεο θακπύιεο ηεο f  όπνπ ηέκλεη ηνπο άμνλεο. 

      γ. Από πνηα από ηα ζεκεία Α(2,0), Β(1,0), Γ(0,5) θαη Γ(3,7) δηέξρεηαη ε C
f

; 

      δ. Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ x ε ζπλάξηεζε f  είλαη πάλσ από ηνλ άμνλα x΄x; 

 

2.   Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2 1f x x x    . 

      α. Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο. 

      β. Να βξεζνύλ ηα ζεκεία ηεο θακπύιεο ηεο f  όπνπ ηέκλεη ηνπο άμνλεο. 

      γ. Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ x ε ζπλάξηεζε f  είλαη θάησ από ηνλ άμνλα x΄x; 

 

 y f x  

                                   ΢ΥΟΛΗΟ: 

΢ε νπνηαδήπνηε πεξίπησζε αλαθεξόκαζηε ζε ζεκεία ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο κηαο ζπλάξηεζεο f , ελλνείηαη όηη ε ηεηκεκέλε ηνπ 

ζεκείνπ Μ( ,x y ) δειαδή ην x, αλήθεη ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο 

ζπλάξηεζεο f . 

Παξάδεηγκα: Να βξεζνύλ ηα ζεκεία όπνπ ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

 
1

f x
x

  ηέκλεη ηνλ άμνλα y΄y. ( Ση παξαηεξείηε ! ! ! ) 
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3.   Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
22

ln

x x
f x

x

 
 .  

      α. Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f . 

      β. Να απνδείμεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο είλαη θάησ από ηνλ άμνλα x΄x γηα θάζε x  

          ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο. 

 

4.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
2

2

2

1

x
f x

x



. 

      α. Να βξεζνύλ ηα ζεκεία ηεο θακπύιεο ηεο f  όπνπ ηέκλεη ηνπο άμνλεο. 

      β. Να βξεζνύλ ηα ζεκεία ηεο θακπύιεο ηεο f  κε ηεηαγκέλε 1. 

 

5.   Αλ ε επζεία (ε): 3 2y x   θαη ε θακπύιε   2 1f x x
x


    έρνπλ θνηλά ζεκεία ηα Α, Β κε  

       ηεηκεκέλεο 1, -1 αληίζηνηρα, λα βξείηε ηα α θαη β. 

 

6.   Έζησ ε ζπλάξηεζε   3 22 11 2f x x x x     . 

      Αλ ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f δηέξρεηαη από ηα ζεκεία (2,0) θαη (1,-6), λα βξεζνύλ νη αξηζκνί α θαη β.  

      ΢ηε ζπλέρεηα λα βξεζνύλ ηα ζεκεία ηνκήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f κε ηνπο άμνλεο.  

 

7.   Να βξεζεί γηα πνηα ηηκή ηνπ α, ην ζεκείν Ν(2,-3) αλήθεη ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  

        3 5f x x  . 

 

8.   Αλ   2f x x  θαη   6 5g x x    λα βξεζνύλ νη ζπληεηαγκέλεο ησλ θνηλώλ ζεκείσλ ησλ γξαθηθώλ  

      παξαζηάζεσλ ησλ f  θαη g . 
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4
Ο

 ΑΝΣΗΚΔΗΜΔΝΟ: ΌΡΗΟ - ΢ΤΝΔΥΔΗΑ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ΢ 
 

Α. ΘΔΩΡΗΑ: 
 

1. Αλ έρνπκε λα ππνινγίζνπκε όξην ηεο κνξθήο  
0

lim
x x

f x


 ηόηε θάλνπκε αληηθαηάζηαζε όπνπ x  ην 0x  θαη  

    θάλνπκε ηηο πξάμεηο… 

 

2. Αλ έρνπκε λα ππνινγίζνπκε όξην ηεο κνξθήο 
 

 
0

lim
x x

f x

g x

 ηόηε θάλνπκε  αληηθαηάζηαζε όπνπ x  ην 
0x  θαη  

    θάλνπκε ηηο πξάμεηο… 

 

 

     1
νλ

. Αλ βξνύκε πξαγκαηηθό αξηζκό, βξήθακε ην όξην… ( είκαζηε "ηπρεξνί" !!!) 

 

     2
νλ

. Αλ θαηαιήμνπκε ζε κνξθή 
0

0
 ( νλνκάδεηαη απξνζδηνξηζηία) ηόηε θάλνπκε παξαγνληνπνίεζε ζηνλ  

            αξηζκεηή θαη ηνλ παξνλνκαζηή, απινπνηνύκε ην θιάζκα θαη "εμαθαλίδεηαη" ε απξνζδηνξηζηία.  

            ΢ηε ζπλέρεηα κε αληηθαηάζηαζε ππνινγίδνπκε ην όξην. 

 

ΤΠΔΝΘΤΜΗ΢Ζ ΠΑΡΑΓΟΝΣΟΠΟΗΖ΢Ζ΢: 

 

α. Κνηλόο παξάγνληαο.                                                  β. Οκαδνπνίεζε. 

γ. Γηαθνξά ηεηξαγώλσλ:   2 2               δ. Αλάπηπγκα ηεηξαγώλσλ:  
22 22        . 

ε. Άζξνηζκα θύβσλ:   3 3 2 2             δ. Γηαθνξά θύβσλ:   3 3 2 2           . 

ε. Σξηώλπκν.                                                                 ζ. ΢ρήκα Horner 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                              ΢ΥΟΛΗΑ: 

 

1. Αλ ζηνλ αξηζκεηή ή ηνλ παξνλνκαζηή (ή θαη ηνπο δπν) εκθαλίδνληαη παξαζηάζεηο κε  

    ξηδηθά ηόηε πνιιαπιαζηάδνπκε "πάλσ θαη θάησ" κε ηελ ζπδεγή ηνπο παξάζηαζε. 

 

                ΜΟΡΦΖ  ΢ΤΕΖΓΖ΢ ΠΑΡΑ΢ΣΑ΢Ζ 

                                      

                                      

                                      

                                      
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3. Όξην “ ζπαζηήο ” ζπλάξηεζεο όηαλ 0x x :   

 

     Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f x  ε νπνία αιιάδεη ηύπν ζην ζεκείν 0x . 

     Γηα παξάδεηγκα ε  
1,  2

2,  2

x x
f x

x x

 
 

 
 αιιάδεη ηύπν ζην 0x =2. 

     Γηα λα βξνύκε ην όξην  
2

lim
x

f x


 ηόηε: 

     α. Τπνινγίδνπκε ρσξηζηά ηα όξηα  
2

2

lim
x

x

f x




 θαη  
2

2

lim
x

x

f x




, παίξλνληαο  θάζε θνξά ηνλ αληίζηνηρν ηύπν,  

          ηα νπνία ιέγνληαη πιεπξηθά όξηα ηεο  f x  θαη ηα ζπγθξίλνπκε κεηαμύ ηνπο. 

 

     β. Αλ  
2

2

lim
x

x

f x




=  
2

2

lim
x

x

f x




 ηόηε ην όξην  
2

lim
x

f x


 ππάξρεη θαη ηζνύηαη κε  έλα από  ηα πιεπξηθά (είλαη  

         ίζα!!!). 

     

         Αλ  
2

2

lim
x

x

f x




  
2

2

lim
x

x

f x




 ηόηε ιέκε όηη ην όξην  
2

lim
x

f x


 δελ ππάξρεη. 

         ΢ην παξάδεηγκά καο έρνπκε: 

          
2

2

lim
x

x

f x




  
2

2

1 2 1 3lim
x

x

x




     θαη  
2

2

2 2 2 0lim
x

x

x




    . 

           Αθνύ ηα πιεπξηθά όξηα δελ είλαη ίζα άξα δελ ππάξρεη ην  
2

lim
x

f x


. 

 

4. Μηα ζπλάξηεζε  f x  κε πεδίν νξηζκνύ ην Α ιέγεηαη ζπλερήο ζην x
0 Α αλ θαη κόλν αλ  

       
0

0lim
x x

f x f x


 . 

       Γηα παξάδεηγκα ε ζπλάξηεζε   2f x x  ζην ζεκείν 0 3x  : 

       
3

(2 ) 2 3 6lim
x

x


    θαη  3 2 3 6f     άξα είλαη ζπλερήο ζην 0 3x  . 

 

 

 

 

2. Αλ ηα όξηα  
0

1lim
x x

f x l


  θαη  
0

2lim
x x

g x l


  ππάξρνπλ θαη είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί ηόηε  

    ηζρύνπλ νη ηδηόηεηεο: 

 

    α.     
0

1 2lim
x x

f x g x l l


                                             β.  
0

1lim
x x

f x l 


          

    γ.     
0

1 2lim
x x

f x g x l l


                                                δ. 
 

 
0

1

2

lim
x x

f x l

g x l

 
  

 

                              

    ε.  
0

1lim
v v

x x

f x l


                                                            δ.  
0

1lim vv

x x

f x l


  
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Β. Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢: 

 
 

1.   Να ππνινγηζηνύλ ηα όξηα ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ: 

 

      α.  2

2

3 6lim
x

x x


            β. 
2

2

2

1
lim

x

x

x




                 γ.  3

1

6 7lim
x

x x


                δ. 
3 2

2
1

3 1

1
lim
x

x x x

x x

  

 
            

      ε.  2

4

4lim
x

x x


                δ. 
3

2 3 2

1
lim

x

x

x

 


           ε.  2

2

5 2 1lim
x

x x


         ζ.
2

2

2 20 2

5
lim
x

x

x x

 

   

        

      η.  
3

3 2 3lim
x

x x


         θ. 
 

37ln 1

2ln ln 2
lim

x e

x

x x e



 
  ι. 2lnlim

x e

x


                          κ. 

2

1

2 6
lim

x

x

x









  

      λ. 
2

2
lim

x

x

x





                   μ. 
 

2

1

2

1
lim

x x

x

e e

x x

 





 
            ν.  

2

3lim
x

x x


 





          

π.  2 1lim
x

x x


 


       

      ξ.
1

0

2 3 2 3

4 3 2009
lim

x x

x x
x




  

        

ζ.  2

0

4 2 1lim
x x

x

e e x


     η.  3

10

log loglim
x

x x


            π.
 

3

2
10

4log

log 2log 9
lim
x

x

x x x  
                           

 

2.   Οκνίσο λα ππνινγηζηνύλ ηα όξηα: 

 

      α.
2

1

1

1
lim

x

x

x




                  β.

2

2
1

2 1

1
lim
x

x x

x

 


                  γ.

2

2
2

5 6

12 20
lim

x

x x

x x

 

 
             δ.

2

3

3 27

2 6
lim

x

x

x




                  

      ε.
2

2

12 3

4 8
lim
x

x

x




               δ. 

 
2

2
1

1

1
lim

x

x

x



                      
ε.

3

2
3

27

2 7 3
lim
x

x

x x



 
              ζ.

3

2 4
0

2

5 4
lim

x

x

x x 
                     

      η.  
2

2

4

2
lim
x

x

x




                θ. 

3

15 5

2 6
lim

x

x

x




                      ι.

2

2
2

5 6

4
lim
x

x x

x

 


                κ.

2

0

7
lim

x

x x

x


 

 

3.   Να ππνινγίζεηε ηα παξαθάησ όξηα: 

 

      α.
3

1

5 6

1
lim
x

x x

x

 


          β.

3 2

2
2

3

3 7 6

4 9
lim

x

x x x

x


  


       γ.

3

1

1

1
lim
x

x

x




                    δ.

3 2

2
2

2 18

4
lim

x

x x x

x

  


      

      ε.
3

3 2
1

3 2

1
lim

x

x x

x x x

 

  
      δ.

3 2

2
1

7 6

3 4
lim

x

x x

x x

 

 
              ε.

3 2

3

6 11 6

3
lim

x

x x x

x

  


   ζ.

3

2
1

7 6

3 2
lim
x

x x

x x

 

 
           

      η.
3 2

2
2

3 2

6
lim
x

x x x

x x

 

 
       θ.

3 2

2

2 4 2

1
2

lim
x

x x x

x

  



                     

 

4.   Οκνίσο λα ππνινγηζηνύλ ηα όξηα: 

       α.
2

3

1 2

2 18
lim

x

x

x

 


             β.

3

2

2

8

2
lim

x

x

x




        γ.

0

1 2 1 2
lim

x

x x

x

  

            
δ.

2
1

5 2

8 10
lim
x

x

x x

 

       

   

       ε.
2

2

5 3

2 8
lim

x

x

x

 


  

          δ.
2

2 2

2
lim

x

x

x

 


     ε.

16

4

16
lim
x

x

x




                           ζ.

2

2

2
lim

x

x

x




             

       η.
2

3

1 2

9
lim

x

x

x

 


              θ.

1

1

1
lim

x

x

x




           ι.

3

9

1 2

9
lim

x

x

x

 


                      κ.

1

2 2 6

1 2
lim
x

x x

x

 

 
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  λ.
2

2
3

5 6

9
lim

x

x x

x

 


            μ.

0

1 1
lim

x

x

x

 
       ν.

2

1 1
lim

x

x x

x




                         π.

3 3

3

2 2 5

3
lim

x

x x

x

  


       

5.   Να βξεζνύλ (αλ ππάξρνπλ) ηα παξαθάησ όξηα: 

 

      α.  
1

lim
x

f x


 κε  
2 1,  1

2 2,  1

x x
f x

x x

  
 

 
                             β.  

3
lim

x

f x


 κε   2

1,  3

4 3
,  3

3

x x

f x x x
x

x

 


   




  

  

      γ.  
3

lim
x

f x


 κε  
2 6

,  3
5 9

1,  3

x
x

f x x

x x




 
  

                            δ.  
1

lim
x

f x


 κε  
2

2 3
,  1

1

1,  1

x x
x

f x x

x x

  
 

  
   

 

      ε.  
2

lim
x

f x


 κε   2

2 5,  2

,  2

x x
f x

x x

  
 

 
                           δ.  

4
lim

x

f x


 κε  

2 16
,  4

2 8

,  4

x
x

f x x

x x

 


 
 

 

 

6.   Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  

2

2

2
, 2

2 4

    ,  2     
2

x x
x

x
f x

x




  
 

 
  


. 

      α. Να βξείηε ην  
2

lim
x

f x


. 

      β. Να βξείηε ην α ώζηε ε f  λα είλαη ζπλερήο ζην 0 2x  . 

 

7.   Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
1 3 2

, 1
1

2 1    ,  1     

x
x

f x x

x

  


  
  

. 

      Να βξείηε ην α ώζηε ε f  λα είλαη ζπλερήο ζην 0 1x  . 

 

8.   Αλ ε ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο θαη ε θακπύιε ηεο δηέξρεηαη από ην ζεκείν Α(-1,2), λα βξείηε ην όξην  

      
   2

1 2 5
lim
x

f x x x

x

 

 
. 

 

9.   Αλ ε ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο ζην 0 1x   θαη ε θακπύιε ηεο δηέξρεηαη  από ην ζεκείν Α(1,2), λα  

      βξείηε ην όξην 
   3

2
1 3 2

lim
x

x f x f x

x x

 

 
. 
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5
Ο

 ΑΝΣΗΚΔΗΜΔΝΟ: ΠΑΡΑΓΩΓΟ΢ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ΢ 

 

Α. ΘΔΩΡΗΑ: 
 

1. Οξηζκόο παξαγώγνπ ζην ζεκείν 0x : 

    Μηα ζπλάξηεζε f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην x 0  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο όηαλ ππάξρεη ην όξην  

    
   0 0

0
lim

h

f x h f x

h

 
 θαη είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο. Σν όξην απηό νλνκάδεηαη παξάγσγνο ηεο f ζην 0x   

     θαη ζπκβνιίδεηαη κε  '

0f x . 

 

2. Οξηζκόο παξαγώγνπ ζπλάξηεζεο: 

    Έζησ κηα ζπλάξηεζε f  κε πεδίν νξηζκνύ ην Α θαη Β ην ζύλνιν ησλ x A  ζηα νπνία ε f  είλαη  

    παξαγσγίζηκε. Σόηε νξίδεηαη κηα λέα ζπλάξηεζε κε ηελ νπνία θάζε x B  αληηζηνηρίδεηαη ζην  

     
   '

0
lim

h

f x h f x
f x

h

 
 . Η ζπλάξηεζε απηή νλνκάδεηαη πξώηε παξάγσγνο ηεο f θαη ζπκβνιίδεηαη κε  

     f΄. 

 

3. Παξάγσγνη βαζηθώλ ζπλαξηήζεσλ, ζύλζεζεο θαη θαλόλεο παξαγώγηζεο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΑΠΛΗ ΠΔΡΙΠΣΩ΢Η: 

    
' 'g x g x  

΢ΤΝΘΔ΢Η: 

        
'

' 'g f x g f x f x   

 
'

0c    

 
'

1x    

 
'

1v vx v x   , 
*,v N x R   

 

     
' 1

f x f x





    'f x  
 

'
1x x    , ξ: ξεηόο, 0x   

 
' 1

2
x

x
    

 

' 1

2
f x

f x
 


 'f x  

 
'

x x       
'

f x f x    'f x  

 
'

x x        
'

f x f x     'f x  

 
'

2

1
x

x



    

 

'

2

1
f x

f x



   'f x  

 
'

x xe e      
'

f x f x
e e   'f x  

 
' 1

ln x
x

   
 
1

ln f x
f x

   'f x  
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Β. Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢: 

 

 

1.  Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο παξαγώγνπ γηα θαζεκηά από ηηο παξαθάησ  

      ζπλαξηήζεηο: 

 

      α.  f x x x           β.   2 10 4f x x x               γ.   2xf x e x                  δ.   3f x x              

      ε.   7 8 4f x x x         δ.  
1

3 ln 5f x x
x

           ε.   22 1f x x                  ζ.   2lnf x x x           

      η.   32f x x x             θ.   ln ln 6f x x                 ι.   4 23 6f x x x              κ.   5 3 8f x x   

      λ.   3 22 3f x x x         μ.   3 1xf x x e              ν.   2 6 2f x x x    

 

2.  Οκνίσο γηα ηηο ζπλαξηήζεηο: 

 

       

ΚΑΝΟΝΔ΢                      ΠΑΡΑΓΩΓΙ΢Η΢ 

    
' 'c f x c f x     

 

       

 

'
' '

2

f x f x g x f x g x

g x g x

    
  

 
 

        
' ' 'f x g x f x g x                

' ' 'f x g x f x g x f x g x      

   
 

'

'

2

1 1
f x

f x f x

 
    

 
 

                                          ΢ΥΟΛΗΑ: 

1. Μηα ζπλάξηεζε f  θαη ε παξάγσγόο ηεο 
'f  δελ έρνπλ απαξαίηεηα ην  

     ίδην πεδίν νξηζκνύ. Γηα παξάδεηγκα λα βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ηεο  

     ζπλάξηεζεο  f x x  θαη ηεο παξαγώγνπ ηεο  ' 1

2
f x

x
 . Ση    

     παξαηεξείηε ;;; 

 

2. Γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ παξάγσγν  '

0f x  κηαο ζπλάξηεζεο f  ζε έλα     

    ζεκείν 0x  δελ εθαξκόδνπκε ηνλ νξηζκό (εθηόο εάλ καο ην δεηάεη).  

    Πξώηα βξίζθνπκε ηελ ζπλάξηεζε  'f x  εθαξκόδνληαο όπνην ηύπν ή  

    θαλόλα ρξεηάδεηαη θαη ζε απηήλ ζέηνπκε 0x x . 

    Παξάδεηγκα: Αλ   2f x x  λα βξεζεί ε  ' 3f . 

    Έρνπκε:    
'

' 2 2 12 2f x x x x    θαη γηα 3x   παίξλνπκε     

     ' 3 2 3 6f    . 
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α.   3 xf x x e             β.    1f x x x             γ.   5 lnf x x x                    δ.   2f x x x      

      ε.  f x x x       δ.     22 1f x x x  
          

ε.    2 1 lnf x x x  
         

ζ.    3 xf x x x e  
 

 

3.  Οκνίσο γηα ηηο ζπλαξηήζεηο: 

 

      α.  
1

2

x
f x

x





               β.  

3

3

x
f x

x





               γ.  

2

2

1

1

x x
f x

x x

 


 
                δ.  

2

ln x
f x

x
                 

      ε.  
2 1

1

x
f x

x





              δ.  

2 1

x
f x

x


              
ε.  

1

2

x
f x

x





                      ζ.  

xe
f x

x
                   

      η.  
1

x

x

e
f x

e



    

 

4.  Να βξείηε ηηο παξαγώγνπο πνπ δεηνύληαη εθαξκόδνληαο θάζε θνξά ηνλ 

     αληίζηνηρν θαλόλα. 

 

Α.         
'

1 '( ) ( )v vf x v f x f x       

 

      α.    
7

2 2f x x x            β.    
3

2 1f x x x             γ.    
4

5xf x e                 δ.   4lnf x x                    

      ε.   3f x x                   δ.   3lnxf x e x               ε.   5f x x                      ζ.    
5

2f x x x      

      η.   4f x x                 θ.    
6

f x x             ι.    
2

2 22 3 lnxf x x e x      

   

 

Β.    
     

'
'f x f x

e e f x   
 

 

 

      α.  
2xf x e                        β.   x xf x e                       γ.  

23 1xf x e                         δ.  
21

x x
xf x e

 
  

                   

      ε.  
2 2xf x e                      δ.  

4ln x xf x e 
                   

ε.   22 3xf x e                    ζ.  
 

2
2 1x

f x e


                     

      η.   xf x e                        θ.   xf x e                      ι.    
3

2 1x
f x e


  

 

Γ.    
 

 
' '1

ln f x f x
f x

     

 

      α.   2lnf x x               β.    3lnf x x x        γ.    2lnf x x x          δ.    2ln 2f x x x 
    

    
  ε.    2ln 1f x x         δ.    ln 2 xf x x e     ε.   lnf x x                ζ.   ln xf x e                 

      η.    lnf x x          θ.    
2 1ln xf x e             ι.    lnf x x         κ.    

3
ln 2 1f x x   

 

 

 

 

 

 

 


